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торов и фильтров, выполняемых в виде пассивных, активных RC или цифровых 
цепей.
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ВВЕДЕНИЕ 

Системы автоматики, телемеханики и связи на железнодорожном 
транспорте представляют собой технические средства управления пере
возочным пр оцессом , способствующие повышению эффективности ра
боты дорог и безопасности движения поездов. Их роль и значение не
прерывно возрастают. К таким системам следует отнести автоблоки
ровку, диспетчерскую и электрическую централизации,  автоматиче
скую локомотивную сигнализацию, системы поездной радиосвязи. 
специальных видов отделенческой технологической и связей , органи
зуемых по цепям воздушных, кабельных и радиорелейных линий, и др . 

Наряду с всевозрастающим использованием указанных систем вво
дят автоматизацию процесса учета и управления перевозочным про
цессом с применением электронно-вычислительных машин, для чего 
на транспорте создают комплексную автоматизированную систему уп
равления железнодорожным транспортом. Ее комплекс технических 
средств состоит из системы ВЫЧI-IСЛИТельных центров и сети передачи 
данных, использующей каналы проводной и радиосвязи .  

Новые системы автоматики , телемеханики , связи и управления ос
новываются на последних достижениях науки и техники, все в боль
шей степени здесь находят применение микроэлектроника н элементы 
вычислительной техники. Новая техника для анализа работы и проек
тирования составляющих ее устройств требует точных методов рас
ч.ета, которые в значительной мере основываются на теории линейных 
электрических цепей (ТЛЭЦ). Методы Т ЛЭЦ широко применяют в инженерных расчетах элемен
тов самых разнообразных устройств автоматики, телемеханики и 
связи , и особенно при рассмотрении сложных систем, состоящих из электронных , механических и других приборов, так как только пред
ставление разнообразных приборов эквивалентными схемами Т ЛЭЦ позволяет рассматривать взаимодействие частей сложных систем еди
ным образом.  Этим объясняется всевозрастающее использование методОВ ТЛЭЦ во всех отраслях автоматики, телемеханики и связи .  Указанными методами пользуются в цифровой технике, при расчетах СВЧ приборов, микроэлектронных структур и во многих других случаях. Только методами Т ЛЭЦ можно рассматривать условия передачи 
сигналов по сложным трактам, при которых оптимизируются условия передачи . 
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Основные разделы теории линейных электрических цепей - теория 
четырехполюсника, теория электрических линий, методы анализа и 
синтеза электрических цепей с заданными частотными или временными 
характеристиками, применяемые при построении электрических филь
тров, корректоров, усилителей и других элементов аппаратуры, -
находят самое широкое использование. 

Сложность и специфика задач, с которыми сталкиваются специали
сты, работающие в области железнодорожной автоматики, телемехани
ки и связи , заставляют их прибегать к специальным разделам Т лэц. 
Так, при расчете рельсовых цепей применяют теорию несимметричных 
и многопроводных линий. На основе ТЛЭЦ точно и тщательно рассчи
тывают взаимные влияния между цепями телемеханики и связи и влия
ния на них со стороны электрической тяги и линий электропередачи , 
возбуждаемых распределенными источниками . Методами, отличными 
от обычно применяемых, рассчитывают групповые цепи технологиче
ских отделенческих связей и др . 

По учебному плану подготовки специалистов железнодорожной ав
томатики, телемеханики и связи методы расчета линейных электричес
ких цепей, наиболее широко используемые при конструировании раз
личных конкретных устройств в системах (рассматриваемых в специ
альных дисциплинах), изучают в курсе «Теория линейных электриче
ских цепей железнодорожной автоматики . телемеханики и связи». Этот 
курс следует за курсом «Теоретические основы электротехники» и на
правлен на углубленное изучение теории линейных элеКТРJAческих це
пей с сосредоточенными и распределенными параметрами с учетом под
готовки студентов к решению разнообразных задач, связанных с пере-

• v v дачеи сигналов в устроиствах железнодорожнои автоматики, телеме-
ханики и связи . 

Основные положения, изучаемые в курсе «Теория линейных элек
трических цепей железнодорожной автоматики, телемеханики и связи», 
находят применение и дальнейшее развитие в теории рельсовых цепей, 
изучаемой в специальном курсе «Автоматика и телемеханика на пере
гонах», в теории электрических фильтров - «Многоканальная связь 
на железнодорожном транспорте», при расчетах групповых линий
«Технологическая телефонная связь на железнодорожном транспорте», 
взаимного влияния различных линий - «Линии автоматики. телеме
ханики и связи» И во многих других случаях. 



Глава 1 

УСЛОВИЯ РАБОТЫ И ХАРАКТЕРИСТИКИ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 

t. t .  ОСОБЕННОСТИ УСЛОВИй РАБОТЫ, 
КРИТЕРИЕВ ОЦЕНКИ КАЧЕСТВА И МЕТОДОВ АНАЛИЗА 

И СИНТЕЗА ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕй 

Широко известное понятие электрической цепи применяется давно, 
но с течением времени непрерывно наполняется новым содержанием. 

В курсе «Теоретические основы электротехники» э л е к т р и
ч е с к а я ц е п  ь определена как совокупность взаимосвязанных 
устройств для передачи, распределения ,  преобразования электрической 
и других видов энергии и информации при условии ,  что проходящие 
в устройствах процесеы можно описать, оперируя понятиями э .  Д. с. , 
тока и напряжения. Включение в это определение понятий энергии и 
информации подчеркивает ту чрезвычайную широту и разнообразие 
задач, которые можно решить методами Т ЛЭЦ. Любую электрическую 
цепь характеризуют связями между ее напряжениями, токами и пара
метрами , определяемыми законами Ома и Кирхгофа. Эти законы явля
ются основными и действуют во всех электрических цепях энергети
ческих, телемеханических систем или систем связи . 

Однако условия передачи энергии или ИНформации имеют свою спе
цифику, поэтому для анализа работы и синтеза электрических цепей 
телемеханики и связи в процессе ииженерной деятельности применяют 
специальные приемы (отличающиеся от используемых в энергетике), 
которые зависят от их условий работы и назначения. 

Напряжения и токи. Электрическая цепь, являющаяся элементом 
энергетических установок, включающих и блоки питания систем теле
механики и связи , как правило, в установнвшемся режиме работает 
при определенном напряжении  постоянного или переменного тока с за
данной частотой (обычно 50 Гц) . Форма и спектр последнего приведены 
соответственно на рис. 1. 1, а и б. 

Электрические цепн систем телемеханики и связи, образующие 
тракты передачи сигналов, находятся под непрерывно изменяющимся 
неизвестным напряжением сигналов. Примеры зависимости от времени 
напряжения в цепи телефонной связи и напряжения телемеханического 
сигиала приведены соответственно на рис. 1.2, а и б .  Очевидно, что н то
ки в цепях также меняются неизвестным в каждый момент времени и 
непредвиденным образом. Эти изменяющиеся напряжения и токи яв
ляются случайными процессами , их можио представить состоящими из 
многих гармонических колебаний с разными частотами и изменяющими�я амплитудами и фазамн. При передаче сигналов контроля и настроики, например последовательности импульсов постоянной длительности (рис. 1.3, а), амплитуды и фазы гармонических (частотных) 
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Рис. 1.1 Рис. 1.2 

составляющих сигналов постоянны во времени. Такие сигналы можно 
характеризовать спектром напряжения (рис. 1.3, 6) . 

Сигналы, несущие информацию и являющиеся случайными процес
сами, в ряде случаев можно приближенно заменять детерминирован
ными процессами,  частотные состаВляющие которых имеют постоянные 
амплитуды и фазы и ,  следовательно, могут характеризоваться спектром 
иапряжения (или тока) . 

Составляющие частотного спектра напряжения сигнала могут зани
мать полосу частот, в пределах которой существенно меняются харак
теристики цепи. Такие сигналы называют ш и р о к о п о л о с н ы м и .  
Так , например, основные составляющие сигнала (см. рис. 1.3) имеют 
частоты О, (00, 3(00' сопротивление катушки индуктивности для них 
соответственно будет XL (О) = О, XL «(00) = (OoL,  XL (3(00) = 3(OoL. 

Таким образом, не зная напряжения и тока в цепи, ",ожно говорить 
только об их отношении  для каждой частотной составляющей сигнала 
iJ «(0)/1 «(О) = z «(О) или 1 «(0)/(; «(О) = у «(О), т. е. о характеристиках 
цепи Z «(О), у «(О) и др . ,  которые будут рассматриваться далее. 

Каждая цепь в зависимости от ее конкретного назначения (функции) 
должна характеризоваться зависимостями своих параметров от часто
ты. Изучение и получение таких характеристик являются одной из ос
новных задач теории линейных электрических цепей . 

Элементная база и структуры. Orносительно небольшие значения 
напряжения и токов в электрических цепях систем телемеханики и свя
зи позволяют расширять элементную базу, используя наряду с тради
ционными для цепей элементами " L и С микроминиатюрные усилите
ли, интеграторы, линий задержки и др . ,  а в качестве колебательных 
элементов - кристаллы кварца или металлические стержни .  

Основным направлением создания цепей с заданными связями меж
ду напряжением и током в устройствах формирования и обработки сиг
налов является использование микроминиатюрных элементов. 

Рассмотрим, например, простую цепь (рис. 1.4, а). Представим себе. 
что она является элементом устройства преобразования сигналов. В це

а) 
• 

о 

Рис. 1.3 
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пи проходит ток i и уравнение 
равновесия напряжений имеет вид: 

di 
,i+L - =u 

dt 1 

di 'i и1 
или - :: --·t- - . 

dt L L 
(1.1 ) 



Напряжение на выходе цепи И! = " удовлетворяет дифференциаль
ному уравнению: 

du ,и, ,и. 
---- + -
dt- L L '  

(1.2) 

которое получается умн ожением выражения ( 1 . 1 )  на г. Соотношение 
( 1 .2) есть частный случай уравнения 

dz dt = Аг+Вх. (1.3) 

решение которого известно: 
t 

Z (t) = z (О) е"Н + J eA(t -1:) ВХ ('t) d (1'). (1.4) 
О 

Первое слагаемое в этой формуле есть сво6одное движение из нулево
го начального состояния, второе - вынужденное движение в резуль
тате внешнего воздействия х (t) . Решим уравнение ( 1.2) операторным 
методом при нулевом начальном состоянии, д ля чего заменим d/dt 
оператором р, а переменные - их изображениями . Тогда уравнение 
(1 .2) запишется так: 

( 1  .5) 
или 

[;2 (p)jU1 (р) = а/(р-а); а =' j L.  

Соответствующую соотношениям ( 1 .5) связь между U 2 (р), 
И (;1 (р) обеспечивает схема (рис . 1 .4, б), содержащая интегра
тор. обозначенный символом 1 1  р, два усилителя с коэффициентами уси
ления - а и а и сумматор. Существенно, что эту схему можно соста
вить непосредственно по дифференциальному уравнению, не решая его. 
Схема (рис. 1.4, 8) эквивалентна схеме (см. рис. 1 .4, б) и соответствует 
решению дифференциального уравнения относительно ри 2 (р) = 
= - аи, (р) + aU1 (р) . 

8) 
",(р} 

fJ) U,{kTj 

+ P",z(p) 

Е} "'(.��"'Ш,: ] 
.Uz[ik!l) Т] 

Рис. 1.4 

IJz(f.Т) .. 
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Как видно, характеризуемые соотношениями (1.2) и (1.5) преобра
зования сигналов могут выполнять цепи с различными структурами 
и элементной базой . 

Использование интеграторов и усилителей позволяет легко строить 
цепи с изменяющимися (управляемыми) сопротивлениями, индуктив
ностями, емкостями (поскольку их значения задают коэффициеитами 
усиления, зависящими от г, 1 IL ,  I/С) и в микроминиатюрном испол
нении. 

Рассмотрим теперь часто встречающийся в практике случай изме
нения сигналов не непрерывно, а только в отдельные равностоящие мо
менты времени kT, где Т« иг. Такие значения напряжения u (t) 
для моментов времени kT, называемые о т с ч е т а м и ,  представляют 

. собой импульсы напряжения, появляющиеся на входе и выходе цепи 
при замыкании контактов, через которые подводятся и снимаются 
в таких случаях напряжения u (t). 

Найдем ('вязи между входными и выходными импульсами напряже
ния (см . рис. 1 .4. а). Это можно сделать ,  отказавшись в дифференци
альном уравнении ( 1 .2) от предельного перехода к 6.t -+ о при опреде
лении d/dt. В этом случае вместо уравнения (1 .2) можно написать 

и2 ((k+ 1) Т) ,-и2 [kT) r r 

Т 
-Т и2 [kTJ +т и, [kТj. 

Решая последние соотношения ОТНОСI-Iтельно и2 [(k '+ 1 )  TJ. полу
чим 

u1[(k-i-l) Tj= ( 1- � T) U2IkTI'�' � TuJlkTI. 

или 
u21(k ·�. I) Tj=uu2 (kTI-+ Ьи\ [kTI. (1.6) 

Соотношению ( 1 . 6) соответствуют (:хемы (рис . 1 .4. г 11 д). представ
ляющие собой эквивалентные способы изображения одних  и тех же 
связей. Каждая из них содержит элемент задержки на время Т. два 
усилителя и сумматор. 

Заметим, что в дифференциальных уравнениях ( 1 .2) и ( 1 .3) коэффи
циенты А и В имели размерность l/с. В конечно-разностных уравне
ниях (1 .6) и ( 1 . 7) коэффициенты а и Ь безразмерны. 

Как показывает рассмотренный простой пример , определенное пре
образование сигнала (см., например, рис. 1 . 4, а) может быть аналити
чески задано разными эквивалентными способами посредством выраже
ний ( 1 . 2) ,  ( 1 .5) ,  (1 .6) и выполнено по схемам с различной элементной 
базой. 

Характерным для синтеза цепей телемеханики и связи является ис
пользование определенных стр уктур (канонических схем) независимо от 
элементной базы. Так,  например, в схемах , привеценных на рис. 1 .4 , 
6 и г, применены наборы элементов разного базиса, но общей струк
туры. 

Аналитические способы представления определенного преобразова
ния однозначно определяются друг через друга, и при описании цепей 
8 



может быть использован любой их них. Однако наиболее удобным и 
простым является определение и применение операторных или частот
ных характеристик, которые в основном и будут использованы 
в дальнейшем. . 

Критерии оценки качества. При эксплуатации существующих и 
созданиИ новых устройств одной и з  важнейших задач яВляется оценка 
качества их функционирования .  Такая оценка чаще всего бывает комп
лексной, включающей В себя ряд требований .  Среди множества таких 
требований, предъявляемых к цепям энергетических установок, преж
де всего следует назвать требование к повышению их К . п . Д. Как след
ствие этого, источники электрической энергии должны иметь возможно 
малое внутреннее сопротивление. 

В цепях автоматики, телемеханики и связи мощности передаваемых 
сигиалов относительно малы, поэтому снижение к .п .д. особого зна
чения не имеет. В то же время высокая стоимость генераторов и необ
ходимость их эффективного использования требуют создания условий 
передачи приемнику максимально возможной мощности . Кроме того, 
повышение мощности полезного сигнала, поступающего в приемник, 
в информационных системах телемеханики и связи облегчает борьбу 
с помехами .  

Для выяснения условий передачи от источника энергии к приемни
ку максимальной мощности рассмотрим схему , содержащую источник 
э. д.С. Е с внутренним сопротивлением Zr = 'г + jXr, К зажимам кото
рого подключен приемник с сопротивлением Z = , + jx (рис. 1 .5) . 

Активная мощность приемника 

(1 .7) 

Очевидно, что при любом , мощность достигает наибольшего значе
ния при Х = - Хг' в этом случае 

Р "-о Е2, /('г + ,)2. 

Исследовав полученное выражение на экстремум, найдем, что мощ
ность максимальна при , = 'г' Таким образом, приемник получает от 
источника максимальную активную мощность, когда его комплексное 
сопротивление сопряжено с комплексным сопротивлением источника • 

Z =Z Г' 
При этом условии 

Ртах=Е2/4гг. 

При Х = - хг мощность источника энергии 
Pr =EI=E2j(rr+r). 

Коэффи циент полезного действия 
'1= Р/ РГ = ,/(гг+г). 

( I .8) 

И з  заВИсимостей РГ = Р и ТJ (рис. 1 .6) от сопротивления приемника 
, видно, что соотношениями сопротивлений приемника и генератора 
определяются три режима работы цепи : ,< 'г - режим приближает-
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Zr P,.,P,1J 
li 1,0 '1 

0,5 t Е Z Pr 

8 rr r 
Рис. 1.5 Рис. 1.6 

ся к короткому замыканию, условия крайне необлагоприятные, с ма
лыми значениями '1 и Р;, � 'г - согласованный режим, оптимальный 
для цепей автоматики, телемеханики и связи , при, = 'г В приемнике 
выделяется максимальная активная мощность, '1 = 0,5; ,> 'г - ре
жим, приближающийся к холостому ходу, выделяемая в приемнике 
мощность невелика, однако К.П.д .  '1 -- I (оптимальный режим для 
электроэнергетических систем). 

В некоторых случаях реактивные сопротивления приемника и ис
точника энергии скомпенсировать не удается . Выделяемая при этом 
в приемнике активная мощность бу�ет максимальна при равенстве 
модулей полных сопротивлений приемника и источника (IZI = IZrl) 
и зависит от соотношения аргументов этих сопротивлений <р и <Рг: 

г COS qJ 
Ртах = --------"'---

2 ,  Zr' (1 +COS (СРг-ЧJ») (1 .9) 

Непосредственное согласование приемннка с источником энергии 
не всегда удается . В таких случаях для согласования применяют 
перехо�ные трансформаторы или специальные четырехполюсники 
с реактивными элементами . 

Потребление энергии цепью формирования или преобразования снг
налов, построенной на миниатюриых элементах (см. рис. 1 . 4) , настоль
ко мало, что энергетические соображения при их эксплуатации и про
ектировании во внимание не принимают. Критериями качества здесь 
являются чувствительность (устойчивость) к изменению значений 
параметров элементов, габаритные размеры, надежность, отсутствие 
опасных отказов. 

Специальные цепи. Особое место в современных системах автома
тики и телемеханики заннмают рельсовые цепи (РЦ). ОНИ включают 
в себя в качестве элементов (проводников) рельсы и являются источни
ками информации о местоположении подвижной единицы, состоянии 
рельсового пути , а также трактами связи между различными элемен-

. 
l !н 

<f:-J Н t!J 
Рис. 1.7 
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тами систем телемеханики, рассредоточенными вдоль железнодорож
ного пути, и выполняют другие функции . Рельсовые цепи должны 
обеспечивать работоспособность устройств в пяти различных режимах,  
поэтому критерием качества здесь является набор подлежащих опти
мизации коэффициентов. 

Типичной схемой замещения РЦ является пятиэлементная схема 
(рис. 1 .7). 

На этом рисунке Н означает начало РЦ и включает в себя аппара
туру питающего конца, К - конец РЦ и включает в себя аппаратуру 
приемного конца. 

1 .2. ЛИНЕйНАЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ЦЕПЬ 
КАК МОДЕЛЬ 

Электрические цепи составляют основу устройств телемеханики и 
связи . Любая электрическая цепь состоит из отдельных элементов. 
Ими могут быть источники электрической энергии, резисторы ,  транс
форматоры, катушки индуктивности, конденсаторы и разнообразные 
электронные, ионные, полупроводниковые, электромеханические и дру
гие приборы, в том числе усилители , микроэлектронные устройства, 
имеющие свойства традицчонных элементов: трансформаторов (опто
преобразователи) , катушек индуктивности, конденсаторов и резисто
ров, частотно-зависимые отрицательные сопротивления, устройства. 
преобразующие сигнал определенным образом, например интеграторы, 
линии задержки и др. 

В задачу теории линейных электрических цепей входит изучение 
совместного действия всех образующих цепь элементов общими метода
ми независимо от особенностей физических процессов, определяющих 
их работу . Поэтому в Т ЛЭЦ рассматриваются только те свойства каж
дого элемента, которые определяют его способность поставлять, накап
ливать, передавать электрическую энергию или преобразовывать элек
трические сигналы определенным способом. 

Элементы, способные поставлять энергию в цепь, называют а к
т и в н ы м и, элементы, накапливающие и расходующие энергию, -

n а с с и в н ы м и , а элементы с каким-либо одним из этих свойств -
и Д е а л ь н ы М и. Идеальный элемент есть абстракция, широко ис
пользуемая в науке. Идеальными активными элементами электриче
ских цепей ЯВляются: независимый источник напряжения , характери
зуемый значением э. д. с. Е или и (t) и нулевым внутренним сопротив-7ением; независимый источник тока, характеризуемый значением тока 

или i (t) и бесконечно большим внутренним сопротивлением, а так
же заВисимые источники напряжения или тока, управляемые напря
жением или ТОхом. 

Свойства пассивных элементов цепи расходовать или накапливать 
электромагнитную энергию характеризуют их параметрами: сопротив
лением, ИНДУКТИВНостью и емкостью. Как известно, электрическое 
СОпротивление , характеризует способность цепи преобразовывать 
электрическую энергию в тепло, механическое движение; индуктивность L - способность цепи накапливать энергию в магнитном поле; элек-
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Рис. 1.8 

трическая емкость С - способность цепи накапливать энергию в элек
трическом поле. И Д е а л ь н ы е п а с с и в н ы е э л е м е н т ы име
ют только один параметр - г, L или с. Если указанные параметры 
цепи не зависят от значений напряжения и тока, то такую цепь назы
вают линейной. 

Практически любые элементы реальной цепи имеют одновременно 
несколько основных параметров: сопротивление, индуктивность и ем
кость. Нежелательные параметры, которые не удалось исключить 
при конструировании этих элементов, называют паразитными. 

Любой реальный источник электрической энергии, например бата
рея для питания транзисторного приеМНJ-Iка, имеет конечное внутрен
нее сопротивление, его эквивалентная схема (рис. 1 . 8, а или б) содер
жит по два идеальных элемента. 

;у катушки индуктивности наряду с индуктивностью L всегда есть 
некоторые сопротивление и межвитковая емкость, и ее эквивалентная 
схема при необходимости учета этих свойств должна соответствовать 
схеме, приведенной на рис .  1 . 8, 8. Если катушку используют в устрой
ствах ,  работающих на относительно низких частотах (когда током через 
емкость С можно пренебречь), то емкость в ее эквивалентной схеме 
опускают. 

Эквивалентными схемами, составленными из идеальных элемен
тов, отображают также свойства электронных устройств. На рис. 
1 . 8. , г и д приведены схемы замещения полупроводникового транзисто
ра и туннельного диода. 

Составление эквивалентной схемы цепи является первым шагом ее 
анализа. Э к в и в а л е н т н а я с х е м а ц е п  и есть модель 
реального объекта. Ее можно составлять с использованием разных 
наборов базовых элементов. 

При более высоком уровне анализа в качестве элементарных частей 
рассматривают соединения перечисленных элементов, образующих 
двух-, четырех- и многополюсные цепи. Эквивалентная схема - мо
дель цепи - является заменителем реальных объектов, который опи
рается на определенную теорию, выражающую компромисс между те
орией и практикой, и ориентирована на достижение определенной це
ли. При решении разных задач (например, для различных частотных 
д"апазонов) один и тот же ()6ъект отображают разными моделямi'I -
схемами. В последующем под э л е к т р и ч е с к о й ц е п  ь ю бу
дем понимать схему, отображающую определенный класс объектов со 
сходными свойствами. 
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1 .3. ЧАСТОТНОЕ И ВРЕМЕННОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЙ И РЕАКЦИЙ 

ОСНОВНЫМИ задачами Т ЛЭЦ является установление или обеспече
ние связей между напряжениями и токами в разных частях цепи. При 
этом некоторые напряжения или токи подводятся к цепи извне и явля
ются причиной возникновения электромагнитных процессов в ней . 
Такие напряжения или токи называют в х о Д н ы м и или в о з Д е й
с т в и я м и .  Другие напряжения и токи являются следствием 
первых,  их называют в ы х о Д н ы м и, или р е а к ц и я м и .  

В системах телемеханики и связи воздействия и реакции представ
ляют собой напряжения и токи, разнообразно и достаточно сложно из
меняющиеся во времени.  Их используют для передачи сообщений и на
зывают с и г н а л а м и .  

Поэтому первой задачей, которую приходится решать при анализе 
и синтезе электрических цепей для преобразования  и передачи сигна
лов. является выбор математических средств для отображения  свойств 
последних. 

Отображение свойств сигналов, как и свойств реальных устройств, 
схемами Т ЛЭЦ с целью упрощения математического аппарата часто
осуществляют заменой (моделированием) реальных сигналов сходными 
по свойствам более простыми . Математическое описание входных и вы
ходных сигналов (воздействий и реакций) во всех случаях сводится 
к представлению сложного сигнала суммой более простых. Простыми 
сигналами могут быть разные наборы элементарных сигналов. В Т ЛЭЦ 
в качестве таких элементарных сигналов преимущественно используют 
гармонические колебания, узкие импульсы и сигналы вида е'n. 

Частотное представление. Если в качестве элементарных составля
ющих сложного сигнала выбирают гармонические колебания ,  то гово
рят о частотном представлении. В р яде случаев реальные сигналы 
с известной степенью приближения можно считать периодическими . 
Периодический снгнал с помощью ряда Фурье может быть разложен 
на сумму гармонических (синусоидальных или косинусоидальных) 
составляющих с кратными частотами: 

где 

00 

и (t) =и (t + то) = ио + � (аn cos n6)о t + Ьn sin n6)о () = 

2п 
(i)o= - ; 

То 

n = 1  
00 

= ио + � U n cos (n6)о t --fjJn) , n = 1  

1 
ио=

То 

Т./2 S u(t)dt; 

-Т./2 
Т./2 

аn = :0 S u (t) cos n6)о tdt; 

-Т./2 
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и· -V· '+Ь2• 11 - an п. 

u (t) sin nюо Idl; 

Ь" 
(j)1I =arctg - . а" 

Спектр периодических сигналов всегда дискретный, состоит из от. 
дельных гармоник, частоты которых кратны основной частоте 0>,,

Часто для сокращения записи ряд Фурье представляют в комплекс 
ной форме: 

где 

n= +00 
1 ! . . t и (/) = U -+ - u eJnblo о I 2 11 . 

n=-оо 

. 2 и" =an - jb" = То 

Т./2 S u (t) ej��t dt. 
-Т./2 

( 1  . \О) 

Под знаком суммы не содержится слагаемое, соответствующее n = О. 
Непериодические во времени напряжения и токи 'представляют в 

внде суммы бесконечно большого ЧИСЛа бесконечно маЛых слагаемых 
интегралом Фурье. Спектр непериодического напряжения или тока 
является непрерывным. Представление напряжения и (t) интегралом 
Фурье через его спектр (; « О»  и определение спектра и (О» по напряже
нию и (t) осуществляют по формулам: 

00 00 

ии),= 2� S U(w)ej(Mdw; iJ(W)��S u (t)e-jrotdt. ( 1 .1 1 )  
- 00  о 

Формулы (1 . 1 1 ) называют п р е о б р а з о в а н и я м и Ф у р ь е.  
Преобразование, переводящее и (t) в iJ ( 0)), называют п р я м Ы м, 
а преобразование (; (О» В и (t) - о б Р а т н ы М. Прямое И обратное 
пре06разования Фурье кратко записывают в виде: 

() (ю) =р [и (t)]; u (/) = F-l [и (ю»). ( 1 . 12) 
В такой краткой записи связь между единичной функцией и ее 

спектром, например, имеет вид: 
F[ I (t»)= I / (jw). (1 . 13) 

Спектр единичного импульса напряжения  
F [6 (t)] = I (ш). 

Величина U (o»do> в выражении ( 1 . 1 1 ) представляет собой комплекс
ную амплитуду гармонического колебания с частотой О> и имеет размер
ность напряжения. Спектр напряжения  iJ (О» измеряют в вольтах 
в се.кунду. Таким образом. прямое преобразование Фурье Р [и (t)1 с-= 

= U (О» меняет размерность вольт на вольт в секунду, обратное 
преобразование p-l [(; (О» = и (t) - вольт в секунду на вольт. 

Ооераторное представJJение. Если в качестве элементарных сигна-



L·изображеиие F (р) 

J/p 
1/(Р+а) 

(1) / (р2 + (02) 

1!Ур2+а2 
1/Ур2+2ар 

Оригннал f (t) 

6 (t) 
J (t) 
e'fat 

siПооl 

r де 'Р = arctg оо/а 

Т а б л и ц а  1.1 

Jo (аt)-функция Бесселя 
e-аtJо(jаt) 

е-а' Jo (ja Vt2-'Ji) 
при t >.0 

Jn (at) , n> 1 

erfc ( л ) = I -erf ( л ) 
2Vt 2 11'/ 

лов вместо гармонических колебаний, изображаемых функциями ei(i)/, 
воспользоваться сигналами вида ePt, где р - комплеКсное число, то 
преобразования Фурье переходят в преобразования Лапласа: 

00 

J f (/) е Р' d/ =р (р) =L If (1)1; 
- 00  

c+ioo 
.....!- S F (р) еР' dp= f (1) = L-IIF (p)l. 21tj c-ioo 

Преобразования Фурье и Лапласа широко применяют в Т ЛЭЦ дЛЯ 
перехода от функций времени и (t) , i (t) к их F- или L-изображе
ни ям iJ (00), i (00) или iJ (р), 1 (р). При этом, как известно, используют 
таблицы преобразований. Некоторые L-преобразования, которые 
потребуются в дальнейшем, приведены в табл. ·  J.J. 

ВременнОе представление. При использовании в качестве элемен
тарных составляющих сложных сигналов импульсов напряжения или 
тока говорят о временном представлении сигналов . 

Импульсное напряжение действует в течение настолько малого про
межутка времени '(, что в цепи,  предоставленной самой себе, ток за это 
время практически не изменяется. Е д и н и ч н ы м н м n у Jf ь С О М 
напряжения (, (t) , как известно, называют такой импульс, для которо-

"" 
го S и (t) dt = 1 .  Соответствующую функцию времени обозначают (, (t) . 

-00 
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Рис. 1 .9 

Напряжение конечного во времени 
произвольно изменяющегося непрерыв
ного сигнала можно представить после
довательностью действующих один за 
другим импульсов (рис. 1 .9) и выразить 

t формулой . 
t 

и (t) = J и ('t) li (t -'t) d't. (1 . 1 4) 
О 

Здесь 6 (t-'t)- единичный импульс, действующий в момент '{; и ('t)d't
как бы значение импульса напряжения, действующего в момент '{, а и (t) представляет собой сумму импульсов, поступающих в последова
тельные моменты времени.  Выражение ( 1 . 1 4) называют и н т е г р а
.Jl о м Н а л о ж е н и я ,  или с в е р т к о й .  

1 .4. ВРЕМЕННОЕ И ЧАСТОТНОЕ ПРБДСТ АВЛЕНИЯ 
ИМПУЛЬСНЫХ СИГНАЛОВ 

Временное представление. Непериодический непрерывный сигнал 
при сравнительно медленном изменении его напряжения можно пред
ставить последовательностью равноотстоящих узких импульсов. По
�ледние получаются на входе цепи при подключении непрерывного сиг
нала через периодически замыкающийся контакт, время замыкания 
которого по сравнению с периодом замыкания мало (рис. 1 . 1 0) .  

Последовательность импульсов, получающихся на выходе контак
та при приложении к входу непрерывного напряжения и (t), 

Il* (/) =u (t) � li (t -kТ) = � 11 (kT) б (t -kТ). (1 . 15) 
k k 

Выражение ( 1 . 1 5) является дискретным аналогом интеграла нало
жения (1. 1 4) .  Спектр напряжения такой последовательности импульсов 

00 
F (u* (t)J = S �u (kT) б (t -kr) e-j(l)t dt= �u (kT) eifJJkT. (1 . 16) 

о k k 

Частотное представление. Периодическая непрерывная функция 
времени имеет дискретный линейчатый непериодический спектр. На 
основании симметрии прямого и обратного преобразований Фурье мож
но утверждать, что импульсная непериодическая последовательность 
(дискретный сигнал) имеет периодический непрерывный спектр. Спектр 
непериодической импульсной последовательностн связан со спектром 
исходного непрерывного сигнала (; (ro) выражением 

где 
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m=+оо 
F[Il*(t)J=Iu(nT)e--ifJJnТ=U*(оо)= � I U(oo-2тооJ). (1 .17) 

n m= --00 



По аналогии с периодически
ми непрерывными сигналами 
рассмотрим также периодиче
ские импульсные (дискретные) 
сигналы. Периодическую после
довательность импульсов можно 
представить рядом Фурье в виде 

Рис. 1.10  Рис. 1.1 1  

суммы гармонических составляющих с частотами , кратными ос
новной частоте периодической последовательности 0)0 = 2n/(NT), где 
N - число импульсов в одном периоде последовательности, Т - ин
тервал между импульсами (рис. 1 .1 1 ) .Из выражения ( 1 . 1 6) видно, что 
разложение периодической импульсной последовательности в ряд 
Фурье содержит всего N различных частотных составляющих с пери
одом, равным целой части периода колебаний основной частотой 0)0' 
поскольку функция и (t) не равна нулю только в дискретные моменты 
времени kT и ,  следовательно, еjkЮ•Т = ejk (21t/N) периодически пов
торяется , если k > N. Таким образом, множество N частот определяет 
все различные частоты, кратные основной частоте 0)0' 

Коэффициенты разложения периодической импульсной последова
тельности в ряд Фурье, представляющие собой дискретные составляю
щие спектра. 

2лkn 
N -1 -j N 

И (пы,,) = � u (kT) е 
k=O 

( 1 . 18) 

Коэффи.циенты разложения в последовательность импульсов и (kT) 
через и (nwf) 

. 2лkn 
N_I J -1 . N 

U (kT) =N � u (пыо) е 
n 

(1 . 19) 

Выражени я  ( 1 . 1 8) и (1 . 1 9) являются парой преобразований, пред
ставляющих периодическую последовательность дискретным рядом 
Фурье (ДРФ). Если рассматривать только один период периодической 
импульсной последовательности, считая его просто импульсной после
довательностью конечной длины, и соответственно один период после
довательности КОэффициентов в частотной области, то переходим к паре 
преобразований: {N_I 

U (n()),,) = k�O U(kt)eXP [-i 21tkn
_ 
] N 

' ( 1  .20) 

О <П<N-J. } (1 .2 1  ) 
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u (1) 

1 (I) 

e-al 

1 -al -е 

siп (j)t 

cos w t 

L [и (1)] 

р 

р 

Т а б л и ц а 1.2 

z[u· (/)] 

z 
г-1 

z 
г_е-ат 

(г-1) (г_е-ат) 
zsiпwТ 

г2 -2г cos ыТ + 1 

z (z-cos ыТ) 
г2 -2г cos ыТ + I 

Выражения ( 1 .20) и ( 1 .2 1 )  называют соответственно прямым и об
ратным д и с к р е т н ы м и п р  е о б р а з  о в а н и я м и Фурье 
(ДПФ) . Эти выражеlfИЯ весьма удобны для вычисления на ЭВМ, чем 
и обусловлено их широкое применение при решении различных задач 
цифровыми методами .  

Оператор ное представление импульсных сигналов. z-преобразова
ние . Если на электрическую цепь действуют импульсные сигналы вида 
( 1 . 1 5) ,  то при определении ее реакции на них в момент kT операторным 
методом вместо преобразоваНI"Я Лапласа (;* (р) = L lu*] удобнее 
применять специальные преобразования функций и* (t) в и (z) , назы
ваемые z-преобразованиями. 

Суть z-преобразования заключается в замене e-рkТ в выражении 
(; (р) = L [и* (t)] = �и (kT)e-рkТ на z и введении 

(k) 

и (г) = 1:u (kT) z-k. 
k 

(1 .22) 

Переход от еРТ к z устраняет многозначность функции и (р), обу
словленную периодичностью спектра последовательности, и облегчает 
вычисление интегралов, с помощью которых осуществляется переход 
от изображений к оригиналам. 

z-преобразования используют подобно преобразованиям Лапласа , 
они могут быть выполнены по таблицам, которые составляют аналогично 
таблицам L- и F-преобразованиЙ. 

18 

Пусть, например , u (t) = 1 (t). L [и (/)1 = IIр, 

и· (t) = 1: 1\ (t- kT); L (u* (t)] =};е -рkТ; 
k 
и (г)= �z-k=z/(z-I); 

k 



L-преобразованию I/p соответствует z-преобразование г/(г - 1 )  и 

1 ,., L [u(t»)== ; u* (t)="z.e--аkТ {j (t-kТ); р+а k 

L [u* (/») = � e-аkТ е -рkТ; V (z) = � e-аkТ z-k =z/(z -е -ат); 
k k 

L-преобразованию li(p + а) соответствует z-преобразование 
z/(z - е-ат) .  Аналогично можно получить и другие соответствия. 
Некоторые из них сведены в табл. 1 .2 .  

В табл . 1 .2 приведены наиболее часто встречающиеся и используе
мые далее преобразования .  

1.5. ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕй 

Свойства цепи определяются ее реакцией на те или иные воздейст
вия, поэтому последнюю рассматривают как характеристику цепи.  По
скольку каждому воздействию соответствует своя реакция ,  для цепи 
можно установить ряд характеристик. 

Практически используют несколько характеристик цепи, я вляю
щихся ее реакциями на элементарные сигналы, входящие в состав 
сложных . К таким элементарным сигналам, как мы знаем, относят гар
монические колебания, сигналы вида еРТ, единичные импульсы, еди
ничные скачки напряжения и др . 

Рассмотрим характеристики цепей на примере простой цепи 
(рис. 1 . 12) . Эта схема-модель может отражать свойства цепей, построен
ных с использованием самых разнообразных элементов. 

Частотные характеристики. Наиболее простым (после постоянного 
тока) и очень важным практически является установившийся режим 
гармонических  напряжений и токов. В линейной цепи параметры r, 
Е_, С не зависят от напряжения и тока и действует принцип наложения. 

При расчете цепей переменного тока в условиях установившегося 
режима символическим методом функцию cos rot или sin rot, как извест
но, условно заменяют функцией eirot, обозначаемой также ехр (jrot) . 
При этом 

u(t): ИмеiU1t; i(t): IMei'l'eiro/. 

Левая и правая части этих выражений связаны между собой знаком 
соответствия.  При синусоидальных напряжениях и токах их можно 
представить равенствами: 

и (/) =1 т (Им eirot); i (t) =Iт (1м ei'l' eiro/). 

Эта запись означает равенство левой части выражений мнимой со
ставляющей комплексных функций ,  стоящих в правой части . 

При косинусоидальных напряжениях и токах запись тех же соот
ношений выглядела бы иначе: 
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Здесь для получения левой части равенства нужно взять вещест
венную составляющую правой части. Напомним ,  что уравнение равно
весия напряжений для цепи (см .  рис 1 . 1 2) имеет вид: 

ri+L -. + - idt=u (t). di l 
S dt С 

(1 . 23 )  

Подставляя комплексные выражения напряжения и тока в это урав
нение, после несложных преобразований находим 

г + jooL + 1/ jooC 

Если обозначить и м = iJ м; I Mei(jJ = J м; то 
. . 

. Им Им 1 м = = -....:::..-
г+ jooL + 1/(jooC) Z иоо) 

Как видно, интегродифференциальное уравнение превратилось в 
алгебраическое. 

Амплитудные значения напряжения и тока обычно заменяют про
порциональными им действующими значениями и в аргументе Z опус
кают j: 

( 1  .24) 

Выражение (1 .24) есть известный закон Ома для цепи переменнога 
тока, представленный в символической форме, где 

l 
Z (00)= r+jooL +-.- =r+jx - (1.25) 

JooC 

комплекс полного сопротивления цепи . Его модуль определяет собой 
отношение амплитудных или действующих значений напряжения и то
ка, аргумент - угол сдвига фаз между напряжением и током. 

В электрических цепях устройств телемеханики и связи обычно 
приходится иметь дело со значением полного сопротивленl'Я не для од
ной частоты, а для полосы частот Z (jю), или Z (ю). В расчетах часто 
используют обратную ему величину - комплекс полной проводимости 
цепи -

у (00) = I/Z (00), 

z (ю) и У (ю) называют ч а с т о т н ы м и х а  р а к т е р и с т и к а
м и цепи.  

Комплекс полной проводимости можно представить в вире 
у (00) = g (00) -+ jb (00), (1.26) 

где g (oo) =г/ I Z (00) I 2 - активная проводимость цепи ; 
Ь (00)= -х/ I Z (00) I 2 - реактивная проводимость цепи. 

В выражении ( 1 . 26) знак реактивной проводимости определяется 
знаком реактивного сопротивления цепи . Следует отметить, что g (ю) 
и Ь (ю) как функции частоты взаимно связаны . Если известна одна из 
этих функций, то в простых случаях по ней всегда можно найти другую. 
Это означает, что полная проводимость У (О» определяется одной из 
функций: g (ю) или Ь (ю). 
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При расчете цепи переменного тока в установившемся режиме мож
но пользоваться всеми методами расчета, разработанными для цепей 
постоянного тока. Исключение составляет расчет мощности перемен-
ного тока в цепи.  Произведение комплексных величин и! ':Ie отражает 
баланса мощностей в цепи. Модуль комплексного числа И/ правильно 
определяет значение кажущейся мощности, но его действительная и 
мнимая части не соответствуют активной и реактнвной мощностям. 
Поэтому при расчете мощности символическим методом пользуются ве-. . . . . 
личиной S = U /, где / - комплексное число, сопряженное С/. Модуль 
S определяет кажущуюся мощность цепи, а действительная и мнимая 
части - соответственно активную и реактивную мощности. 

Однако в тлэц, например , применительно к теории электричес�о� 
связи часто приходится определять аргумент комплексного числа U /. 
Что же касается кажущейся мощности , то во многих случаях достаточ-
но знать модуль ее комплекса, т. е. модуль комплекса ui. Для просто
ты комплекс i.Ji обозначим S, при этом S = t;j = (;2/Z = zi2. 

Операторные характеристики. При изображении установившихся 
гармонических напряжений и токов функцией ejoot интегро-диффе
ренциальное уравнение равновесия напряжений (или токов) преобра
зуется в алгебраическое. То же самое упрощеНI'е получается при ото
бражении зависимости напряжений и токов от времени функцией ePt, 
где р - любое комплексное число. 

Для цепи, состоящей из последовательно соединенных активного 
сопротивления, индуктивности и емкости, уравнение равновесия на
пряжений принимает вид: 

ri+L - + - idt=Uept• 
di 1 

S dt С 
(1 .27) 

В правой части этой формулы общее выражение u (t) заменено на 
Uept. 

Частное решение, необходимое для составления общего решения 
уравнения ( 1 . 27) , следует искать в виде 

i (t)=/ePt; 

подставляя это выражение тока в уравнение ( 1 .27) и решая относитель
но /, получим 

Величина 

U U 
J= ------ = =у (р) и. 

r+ pl_+ Ij(pC) Z (р) 

z (p)=r+pL+ Ij(pC). 

(1 .28) 

как и функция Z (00), является важной характеристикой цепи, играю
щей большую роль в Т ЛЭЦ. Величины Z (р) и У (р) называют о п е р а
т о р н ы м и х а р а к т е р и с т и к а м и цепи .  В уравнении ( 1 .28) 
они представляют собой оператор ное сопротивление и проводимость 
двухполюсной цепи. В частном случае, когда комплексное число р �= 
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r 

Рис. 1 . 1 2  Рис. 1 . 13 

= jro, операторные характеристики совпадают с частотными , так что 
достаточно знать лю6ую из них .  

Операторные и частотные характеристики определяют не только 
�вязи между напряжениями и токами цепей при их двухполюсном 
включении, но и связи между напряжениями или токами в разных час
,ях цепи и ,  в частности , между входными и выходными величинами при 
четырех полюсном использовании цепей (рис . 1 . 13) .  В этом случае 
операторные характеристики безразмерны, их  называют Ф у н к Ц и
я м и п е р е Д а ч и .  Например, для цепей, схемы которых приведе
ны на рис. 1 . 1 3 , а и б и им подобным, в качестве характеристики приня-
то рассматривать отношение U21И1 = F (р). В данном случае функция 
передачи цепи (рис. 1 . 1 3, а) 

r 
F (р) = , при г-� О 

r+pL 

r I 
Р(р)=--

L р 

данная цепь является интегрирующей; 
для цепи (рис. 1 . 1 3, б) 

F(p) =rCp/(I +гСр). при г->О F(p)=rCp

это дифференцирующая цепь; 
для цепи (рис. 1 . 1 3, в) 

F(p)=lj(l+rCp). при г->О F(p)=lj(rCp). 

Временные характеристики. Переходная проводимость цеп и  при 
единичном напряжении. Электрические цепи часто подключают к ис
точникам постоянного напряжения.  Возникающий при зтом ток i (t) 
зависит от свойств цепи и является, таким образом, ее характеристи
кой. 

Рассмотрим простой случай подключения постоянного напряжения 
к цепи с r и L .  Уравнение цепи имеет вид: 

или 

di 
ri+L - =и (t) 

dt 

di r I "dt= -Т i+T u (t).--
это уравнение вида ( 1 .3) .  
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Если начать отсчет времени от момента включения напряжения, Т.е. 
считать, что его включают R момент t = О, а также положить u (t) = 1 
при t > О, то, как известно, u и) будет представлять собой так называ
емую е Д и н и ч н у ю Ф у н к Ц и ю: 

u (t)=I (t)= t+lt/ 
2t J О при t < О; 

. t 1 при t > О .  

График единичной функции 1 (t) приведен на рис. 1.14. В этом слу-
чае 

di (t) r 1 ----'
dt

-'- = --L 
i (t) + -L 1 (t) . 

Для определения тока, возникающего при воздействии таким на
пряжением на цепь (см. рис. 1.13, а) , находящуюся в нулевом состоя
нии, воспользуемся решением (1.4): 

г г г I --- (I-'t) 1 --.- (t-'t) ( -- t) 
i(l)=Se L � U ('t) d't =Se L l ('t) d't�=-;- l-е L . 

О О 

При включении единичного напряжения численно равную току ве
личину 

(1 . 29) 

называют п е р  е х о Д н о й п р о  в о Д и м о с т ь ю цепи. Ток в це
пи с постоянным напряжением и определяется перемножением прило
женного напряжения и переходной проводимости : i (t) = UА (t) . При 
неограниченном возрастании t в рассмотренном случае А (t) -+ 1/г. 

Переходная проводимость А (t) представляет собой характеристику 
цепи, которой удобно пользоваться на практике в ряде важных случа
ев. Она может быть определена для любой цепи.  Для цепи ,  состоящей 
из резистора сопротивлением r и конденсатора емкостью С, переходная 

.проводимость 

__ 1 t 
1 гС 

А (t) =- е 
r 

( 1 . 30) 

В ид функции А (t) для любой цепи определяется процессами накоп
ления энергии в электрическом и магнитном полях , связанных с цепью, 
и преобразованием э.lIектрическоЙ энергии в тепло, а также предпосыл
ками, принятыми при решении уравнения. 

Переходная проводимость связывает напряжение с током и явля
ется удобной характеристикой цепи при двухполюсном ее включении.  

Аналогичную характеристику можно применять и для четырехпо
люсных цепей. Так, например , для интегрирующих и дифференцирую
щих цепей (см . рис. 1.13) можно получить безразмерную переходную 
функцию при единичном воздействии Н (t) = иа (t)/1 (t). Последнее 
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и 
1 1---

о 

Рис. 1 . 1 4  

t 

и 
U l-----

соотношение являет�я символиче
ской записью того, что Н (/) есть 
характеристика цепи,  полученная 
по и2 (/) при единичном на нее воз

о t действии .  

- и  

Рис. 1 . 1 5 Для схемы (см. рис. 1 . 1 3, а) вы
ходная реакция 

и2 (t) = гi (t) . ( 1 .3 1 ) 
r - -t 

При u1 (t) = 1 (t) , i1 = А (t) и и2 (t) = rA (/) = (l - е L )  
r 

lf (t) = и2 (/) = ( 1  _e '- L I ) .  I (t) 

При малом r и и1 (t) = 1 (t) 

н (/) = и .. ( 1 )  = ..!:..... t .  I (1) L 

( 1 . 32) 

( 1  . 33) 

Выраж'О'ние ( 1 .33) определяет функцию, линейно растущую со вре
менем, т .  е .  пропорциональную интегралу от 1 (t) по t. 

Для схемы (см. рис .  1 . 1 3 ,  б) 
I -- - 1 

гС 
112 (/) = гi (t) =гA (1) = е  

I 
_ ... _ / 

II гС Н и) = I (�) е t > О .  ( 1 . 34) 

При малом r и и1 (t) = 1 (t) выражение ( 1 .34) определяет функцию, 
отличную от нуля ,  только при весьма небольших .  близких к нулю зна
чениях t, при которых она приближается к единице ,  т. е. как раз d 
dt 1 (t) . Если значение постоянного напряжения,  включаемого при t = 

:=-� О, равно не 1 ,  а ив, его называют с к а ч к о \f напряжения .  
П ереходная проводимость цепи  при и мпульсном воздействи и . 

Как уже указывалось, приходится часто определять реакцию электри
ческой цепи на импульсное напр яжение. Рассмотрим в качестве при
мера реакцию неразветвленной цепи с активным сопротивлением r и 
индуктивностью L на один импульс напряжения . Последний можно по
лучить включением в цепи напряжения и в момент t = О и напряже
ния - и в момент 'Т ,  где численно 'Т = l !и (рис. 1 . 15) .  Применяя прин
цип наложения  и полагая, что полная реакция цепи в этом случае оп
ределяется суммой реакций на включение напряжения и и - и, най
дем ток: 
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Так как по условию задачи 't = I 1U по сравнению с Llr - весьма 
, малая величина и т 't также значительно меньше единицы, то 

( � � ) , , 1  
е - 1 = - '{ = - � . 

L L и 
r --'t 

Подставляя это приближенное значение е L в ранее полученное 
выражение для тока, найдем 

_ _ Г_ I 1 L 
i ( t) = � e  

L 

Такой ток возникает в цепи при воздействии на нее единичным им
пульсом напряжения. Он вполне определяет свойства цепи .  

Численно равную току величину 
_ _ '_ 1 

1 L 
K (t) = - e  

L 
(1 . 35) 

называют п е р  е х о Д н о й п р о  в о Д и м о с т ь Ю ц е п  и п р и  
в о з б у ж д е н и и е Д и н и ч н ы м и м п у л ь с о м н а п р я
ж е н и я, р е а к Ц и е й ц е п  и н а е Д и н и ч н ы й и м -
п у л ь с, и н о г Д а в е с о в о й Ф у н к Ц и е й ц е п  и .  Функ
ция К (t), как и А (t), является характеристикой цепи .  Ее используют 
в тех случаях , когда теоретически или экспериментально легче других 
определяется именно эта величина. Как видно из выражения ( 1 . 35), 
ток в цепи при импульсном воздействии не зависит от формы импуль
са, его высоты и ширины. 

Между переходными проводимостями при единичном напряжении и 
единичном импульсе, называемыми временны1ии характеристиками, су
ществует зависимость 

d 
К (t) = dt А (t) . ( 1 .36) 

Действительно, согласно уравнению ( 1 .29) для рассмотренного при
мера цепи, содержащей r и L, 

- -'- 1 
d 1 r L 1 - А (t) =c - - e  = - е 

dt , L  L 

r -- 1 
L = К  (t).  

Выражение ( 1 .35) для тока цепи, содержащей индуктивность и ак
тивное сопротивление, при действии импульсного напряжения справед
ливо только при соблюдении условий, принятых в решении. Если в этом 
выражении t = О, то i = I 1L ,  тогда как известно, что в индуктивной 
цепи ток может нарастать только плавно. Однако поскольку нараста
ние тока происходит лишь в течение времени действия импульса веСЬ
ма малой длительности по сравнению с временем заметного изменения 
тока в цепи ,  можно считать, что ток нарастает мгновенно. 
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Для четырех полюсных цепей выходная реакция на единичный им
пульс получается аналогично. Так , для схемы (см. рис. 1 . 1 3 ,  а) 

- - -'- t 
Г L и2 (t) = ri (/ ) = rK (1) =[ е 

Принято обозначать 

Очевидно, что и 

Ilt (1) 
6 (1) 

r - � t г L G (/) = - е 
L 

d G (1) = - н (/) . 
dt 

( 1  . 37) 

. Если на цепь действует импульс напряжения 1 = .\. u (t) dt "4= 1 ,  то 
ток в ней i (t) = 1 К (t) .  

Передаточная функция дискретной цепи. Эту функцию можно опре
делить по методу, аналогичному операторному, который использует
ся при анализе непрерывных сигналов. При этом, как и при представ
лении воздействий. вместо преобразования Лапласа применяют z
преобразование. Характеристику дискретной цепи, аналогичную пере
даточной функции F (р), называют с и с т е м н о й Ф у н к ц и е й 
Д и с к р е т н о й  ц е п  и .  Если реакция цепи на единичный импульс 
представлена в виде дискретной последовательности G (kT) ,  то систем
ная функция G (z) определяется как z-преобразование импульсной ха
рактеристики дискретной цепи:  

00 

G (Z) = � G (kT) z--k. (1 . 38) 
k= O  

Так, для цепи, состоящей из резистора сопротивлением r и конден
сатора емкостью С, дискретная импульсная характеристика 

G (kТ) = е 

т -k -

1 
т = rС :=:, - . 

а 
(1 . 39) 

Применяя к выражению ( 1 .39) z-преобразование, получим следую
щее выражение для системной функции такой цепи: 

(1 . 40) 

Выражение ( 1 . 40) можно найти и по табл . 1 .2. 
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t .6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКЦИИ ЦЕПИ 
НА ПРОИЗВОЛЬНЫЕ ВОЗДЕйСТВИЯ. 

СВЯЗИ МЕЖДУ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

Если воздействие, приложенное к электрической цепи ,  является 
гармоническим, имеет вид e!'t или представляет собой скачок (импульс) 
напряжения  или тока , то реакция линейной цепи на такое возбужде
ние вполне определяется соответствующей ее характеристикой. Одна
ко во многих случаях приложенные к цепям воздействия оказываются 
бо.'lее сложными функциями времени .  Тогда воздействие, например 
u (t) ,  представляют в виде суммы напряжений такой формы, реакция 
цепи на которую известна или может быть легко определена .  Реакцию 
цепи ,  например ток в цепи ,  на которую действует такое напряжение, 
определяют по принципу наложения как сумму токов, вызванных от
дельными скачками напряжения,  отдельными импульсами или синусо
идами. 

При частотном представлении воздействия спектром напряжения 
iJ (w) , tJ (o» do> являются комплексной амплитудой гармонического ко
лебания с частотой 0>. Амплитуда вызываемого таким напряжением 
тока 

1 
-- и (00) dш . Z (00) 

Весь ток как сумма его частотных составляющих определяется ин
тегралом Фурье: 

1 i (t) = -
2л: 

00 
--- U (00) е/(') d(o . S 1 . 

. t 
l (00 ) 

- 00  

При операторном представлении u ( t) L-изображением lJ (р) 

• 1 
1 (1) '= --. 2Л:J 

C + joo 

5 C - joo 
1 . t 

-- U (р) еР dp . Z (р) 

( 1 . 4 1 )  

( 1 . 42) 

Интеграл наложения может также быть использован для нахожде
ния тока в цепи .  Допустим, что нам надо определить ток в цепи при 
действии на нее напряжения u и) и мы решили представить i (t) в виде 
выражения ( 1 . 1 4) .  

Пусть реакция цепи на единичный импульс, начинающий действо
вать в момент t = о, К (t) ,  тогда реакция цепи на единичный импульс, 
начинающий действовать в момент '(, будет К (t - '() .  Если импульс, 
определяемый выражением j' u (t) dt, не равен единице, то реакция це
пи на этот импульс длительностью d't 

и (.) d.K (t -.) , 

где и (.) .- значение напряжения в момент " определяющее высоту импульса : 
d. - ши рина импульса; 

и (.) d. - значение импульса наllряжения .  
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Полная реакия системы на воздействие u (t) 
1 i (t) = S и ('t) К (t -'t) dL . 
о 

( 1  .43) 

Связь между временными и частотными характеристиками. Все ха
рактеристики электрических цепей равноценны. Двухполюсную элект
рическую цепь можно характеризовать не только сопротивлением Z (00) 
или проводимостью У (00) в установившемся режиме переменного тока , 
но и переходными проводимостями при единичном напряжении А (t) 
или единичном импульсе К (t) . Переходная проводимость К (t) ,  как 
и всякая другая характеристика цепи ,  позволяет определять ток в ней 
при любой форме кривой приложенного напряжения . Для этой цели 
можно использовать и функцию А (t) .  Все это справедливо не только 
для входных характеристик, но и характеристик ,  определяющих усло
вия передачи энергии из контура в контур в сложных цепях . Переход
ные проводимости связаны между собой соотношением ( 1 .36) . Сущест
вует также связь между временныlии 1< (t) и А (t) и частотными Z (00) 
или У (00) характеристиками цепи .  Эти зависимости легко устанавли
ваются при помощи интеграла Фурье. 

Действительно, предположим, что к цепи с сопротивлением Z (00) 
приложено напряжение u (/) = 1 (t) .  Тогда возникающий в ней ток 
i (t) = 1 (t) .  Как отмечалось, величина А (t) численно равна переход
ной проводимости цепи при единичном напряжении. Имея в виду, что 
спектр единичного напряжения есть 1 Iиоо) , в соответствии с выраже
нием ( I . 4 I )  получим: 

00 1 
i (t) = 1 (t) А (t) =А ( t) =-2п -- - е/ro Jro doo · S 1 1 . 1/ · 

Z (00) joo 
' 

1 А (t) = -2п 
- 00  

00 f eirol 
У (00)-.- doo . 

• }ы 
-- 00 

Обратное преобразование дает 
00 

У (00) =-joo S А и) е - irot dt . 
- 00  

( 1  . 44) 

( 1 . 45) 

Если на цепь с тем же сопротивлением действует единичный импульс 
напряжения, то возникающий в ней ток i (t) численно равен переходной 
проводимости К (t) :  

00 

к (t) = � s у (00) eirot doo = р- l [У (00)) . 2п 
- 00  

( 1  . 46) 

Как видно из последнего выражения, функция переходной проводи
мости К (t) цепи при единичном импульсе и проводимости У (00) цепи 
в установившемся режиме переменного тока получает�я одна из дру
гой преобразованием Фурье. 
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Связь между К (t) и А (t) легко устанавливается и при сопоставле
нии формул ( 1 . 44) и ( 1 . 46) . Из них следует. что 

d К (1) =Тt А (t) . 

Аналогичные соотношения имеются и между характеристиками че
тырехполюсных цепей, и в частности между функциями Н (t) , G (t), 
F (00) : 

00 1 \ 
G (1) =-

2п " 
F (<о) еjюt d<o ; 

-00 

G (1) =� Н (1) . 
dt 

( 1  . 47} 

( 1  . 48) 

Реакция четырех полюсной цепи и 2 (t) на произвольное воздействие и, (t) может быть определена использованием любой из ее характерис
тик по следующим выражениям: 

t 
и2 (1) = S иl ('t) G (t -'t) d't; 

О 
00 

и� (1) = - и 1 (<о) F (<о) е/Ю d<o; 
1 j' . . t 

2п 
- 00  

00 

U1 (<o) =S u1 (l) e --j...., t df ;  
О 

c+ joo 

U� (l) = � r U1 (p) F (p) ePt dp ; -пl .J C - joo 
00 

U 1 (р) = J ц (/) е -pt dt . 
о 

( 1 . 49) 

( !  . 50) 

( 1 . 5 1 )  

Поскольку все характеристики цепей в равной степени определяют 
их свойства, а для разветвленных цепей проще всего находятся частот
ные F (00) или операторные F (р) характеристики (переход от одной к 
другой осуществляется заменой j oo  на р), то далее в основном рассмат
риваются методы определения последних. 

1 .7. ПДРДМЕТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 

П ара метрические элементы и способы их получения. Параметриче
скими называют электрические цепи , содержащие элементы с перемен
ными во времени управляемыми параметрами. Такие цепи находят все 
большее прйменение в разнообразных устройствах телемеханики и свя
зн .  

Примером параметрического элемента может служить периодичес
ки замыкающийся контакт, превращающий непрерывный сигнал u (t) 
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в дискретный u (kAt) . Такой контакт может быть механическим или 
электронным, однако в любом случае его замыкание и размыкание вы
зываются внешним управляющим воздействием. Связи между напря
жениями и токами в элементах с переменными параметрами сущест
венно отличаютсн от таковых в цепях с постоянными во времени пара
метрами . Если при прохождении в цепи постоянного тока i на  резl'СТО
ре с постоянным сопротивлением r падает постоянное напряжение u = = ri. то на переменном сопротивлении r (t) постоянный ток вызывает 
падение напряжения u (t) = r (t) i. 

В цепи с постоянной индуктивностью 

Если же индуктивность цепи L зависит от времени , то 

d d di (t) dL (t) 
и (t) = -- Ф (t) = - [L (t) i (t) ] о= L (t) + i (t) . ' ( 1 . 52) L dt dt dt dt 

Для конденсатора с переменной емкостью С (t) связь между током 
и напряжением имеет вид: 

dq (О d du (1 ) dC (t) 
i,. ( t ) = = - [С (t) u (t)] = С (t) + u (t) . . dt dt dt dt 

(1 . 53) 

Получение элементов цепей с переменными параметрами основано 
на использовании нелинейности характеристик электронных и полу
проводниковых устройств , катушек с ферромагнитными сердечниками 
и т. п. Для этого к нелинейному элементу одновременно с напряжени
ем сигнала подводят постоянное напряжение, устанавливающее рабо
чую точку на характеристике нелинейного элемента, а также перемен
ное управляющее напряжение, значительно превышающее напряжение 
сигнала. Управляющее напряжение предназначено для смещения ра
бочей точки на характеристике нелинейного элемента для изменения 
соответствующего параметра последнего. Управляющее напряжение 
называют также н а п р я ж е н и е м н а к а ч к и. Закон измене
ния во времени параметра нелинейного элемента определяется законом 
изменения управляющего напряжения. Напряжение сигнала и управ
ляющее напряжение при подаче их  на нелинейный элемент разделяют
ся друг от друга . В этих условиях по отношению к напряжению сигна
ла и реакции на него цепь ведет себя как линейная и свойства ее не за
висят от характера нелинейности управляемого элемента . 

На рис.  1 . 1 6, а и 6 приведены схемы соответственно двух и четырех
полюсных параметрических цепей . 

Резистивные параметрические цепи. Примером резистивного пара
метрического элемента может служить упоминавшийся в § 1 .4 перио
дически замыкающийся контакт. Его проводимость 

n = оо  
g (t) = � 6 (t - nМ) . ( 1 . 54) 

" = 0 
зо 



L t ( )  , 
-а} 
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Рис. 1 . 1 6  

Если к двухполюснику с проводимостью ( 1 . 54) подвести напряже
ние и (t) , то ток в нем будет представлять собой последовательность им
пульсов: 

n = оо  
i (1) = g ( t )  u (t) ,= u (t) � cs (t -nМ) = i (nМ ) .  

n = о  

Другим практически важным примером является цепь, передаточ
ная функция которой g12 = и2 (t)/U1 (t) изменяется по закону 

g12 (t) =cos ООн t .  ( 1  .55) 

Схема, реализующая такую функцию передачи, приведена на рис. 
1 . 1 7. Ток , вызываемый напряжением накачки ин (t) = Ин cos ooHt, 
разветвляется на две равные части, проходящие по полуобмоткам 
трансформаторов в противоположных направлениях. Поэтому напря
жение накачки не влияет на источник сигналов (подключенный к зажи
мам 1-2) и приемник (подключенный к зажимам 3-4) . Этим достига
ется развяО\ка цепей накачки и сигналов. В то же время проводимость 
диодов VD 1 и \ID2 изменяется по гармоническому закону с частотой 
ОО н .  Напряжение сигнала и1 (t) вызывает в цепи с диодаМJ-! ток, прохо
дящий по полуобмоткам трансформаторов в одном направлении . Этот 
ток обусловливает появление на зажимах 3-4 переменного напряже
ния и2 (t) , амплитуда которого изменяется в соответствии с законом 
изменения и1 (t) . В то же время оно является переменным напряжени
ем частотой (J)ю так как с этой частотой под воздействием напряжения 
накачки изменяется проводимость диодов. Таким образом, с точностью 
до постоянного множителя 

и2 (t) = и} (t) cos оон t .  

Если и1 (t) = cosQt. то 

и2 (t) = cos Q t COS ooH ( . ( 1  . 56) 

в соответствии с известным тригонометрическим соотношением 

cos х cos у = о ,5  (cos (х -у) + cos (х + у)] 

напряжение и2 (t) , определяемое выражением ( 1 .56),  можно представить 
в виде 

и, (/) = cos Qt cos оон t = 0 ,5 cos (оон -Щ +О ,5 (оон + щ .  ( 1 .57) 
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В ключив на выходе цепи резонансный контур, пропускающий толь
ко одно из колебаний напряжения и2 (t) , например колебание частотой 
(J) .. + Q, получим устройство, преобразующее колебание U1 (t) = 

=cos Qt с частотой Q в колебание и2 (t) = � cos (u)и + Q) с частотой 

({J)и + Q) . Такое преобразование называют п р  е о б р а 3 о в а н и
е м ч а с т о т Ы, или м о Д у л я Ц и е Й, а частоту U)И в таких слу
чаях - н е с у щ е й. 

Конденсатор с переменной емкостью. В качестве переменной управ
ляемой емкости используют емкость перехода любого полупроводни
кового прибора. На практике применяют электронные управляемые 
емкости , называемые в а р и к а п а м и .  

Связь между напряжением и током в конденсаторе с переменной ем
костью определяют соотношением ( 1 . 53) . Для углубления понимания 
рассмотрим процессы и энергетические соотношения в указанном кон
.денсаторе с физической точки зрения .  

Предположим для простоты, что емкость конденсатора изменяется 
перемещением одной из образующих его пластин. Пусть конденсатор 
заряжен и на его пластинах находятся заряды ± q. Разность потенци
алов на обкладках ис = q/Co, где Со - емкость. соответствующая ис
ходному положению пластин .  В электрическом поле имеется запас 
энергии q2/2Co . Если предоставить подвижной пластине возможность 
двигаться под действием сил притяжения разноименных зарядов, то 
пластины сблизятся , емкость возрастет , запас энергии q2/!2 (СО + �C)1 
�низится , так как часть ее израсходовалась на перемещение пластины. 
Величина U с также уменьшится.  Если , наоборот, используя внешнюю 
�илу и преодолевая силы притяжения зарядов, раздвинуть пластины , 
то емкость уменьшится, энергия q2ff2 (Со - �C)} станет больше. 
Приращение энергии будет равно работе, затраченной на раздвиже
ние пластин, возрастет и ис . 

Рассмотрим конденсатор , находящийся под переменным напряже
нием u (t) , емкость которого уменьшается при максимальных мгновен
ных значениях напряжения на нем и увеличивается при нулевых его 
значениях (рис. 1 . 1 8, а и б). 

a} Ci!JC r 

1 УD1 С, 
1-:- Cq-l1С 

t z tH 
О 

ll/t) I1z{t} о) llc • Voг 2 Ч 

t 
t z t 

1 . ZlH О t 
11 • .  {+ I 

Рис. 1 . 1 7  Рис. 1 . 1 8  
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C(t) 

Рис. 1 . 1 9  

в моменты времени t1, t2, • • •  , когда емкость конденсатора уменьша
ется, напряжение и запасенная энергия увеличиваются, происходит 
накачка энергии в конденсатор . Если в эти моменты (напряжение сиг
нала достигает максимума) будет увеличиваться емкость, напряжение 
на конденсаторе и его энергия будут уменьшаться. Регулируя возрас
тание напряжения уменьшением емкости на определенное значение 
АС, можно в цепи с таким конденсатором получить как усиление, так 
и параметрическую генерацию. 

Скачкообразное изменение емкости технически трудно реализуемо, 
и поэтому на практике применяют ее гармоническое изменение. Схема 
включения варикапа в этом случае приведена на рис. 1 . 1 9, а. Здесь 
ис (t) = ИС cos юсt - напряжение сигнала частотой юс, Ин (t) = ИН Х 
х cos (юнt + �IJ) - управляющее напряжение (напряжение накачки), 
его частота юн = 2 юС, ИО - постоянное напряжение, определяющее 
значение Со , причем ИО > ИИ � Ис ; РЦl - развязывающая цепь, 
пропускающая колебания частотой юс и задерживающая колебания 
частотой ю" � 2юс. Такая цепь может быть реализована последова
тельно соединенными катушкой и конденсатором, имеющим" резонанс 
на частоте ю ;::::; юс; РЦ2 - развязывающая цепь, пропускающая на
пряжение накачки к варикапу и препятствующая ответвлению тока с 
частотой (о}с через источники ин (t) и И о .  

Условие И с � И н < И 1) позволяет пренебречь изменением емкости 
варикапа под воздействием ис (t) и представить суммарное управляю
щее напряжение в виде 

U упр (t) �= ИО + иИ COS (ffiп t + <ри) = ио ( 1  +т cos (ffiи t + <Ри» , 
где т = Ин./Ио . 

Изменение емкости во времени в этом случае 

Со C (i) = = Co -hС соs (ffiи t + IPн.) . ( 1 . 58) 

где hC = тCo . 
l + т cos (ю н  [ + <рн) 

Таким образом, приведенную на рис. 1 . 19 ,  а схему можно заменить 
эквивалентной (рис. 1 . 19 ,  б) . В соответствии с эквивалентной схемой 
и выражениями ( 1 .53) и ( 1 .58) ток через емкость С (t) при воздействии  
ис (t) = ИО coswot будет: 

. d d d 
t «) = dtq (t) = С (t) dt ис (t) + ис (t) dt С (t) = 

= (Со -hС СО5 (ffiп t + IPH)] ( -ffic ИС sin ffic (]  + 
+ ис cos ffic thC sin (ffilf t + IPи) = - ffic Со sin ffic {+О ,5 (ffiи-ffiс) hCUo х 

х sin [(ffiп -'ffic) t + IPи] + 0 ,5 (ffiи + ffic) АСИо sin [(ffiи + ffic) t + IPи] . ( 1 . 59) 
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Рис. 1 .20 

Ток i (t) содержит три состав
ляющие с частотами юс, Юн - юс 
и юн + юс. Развязывающая цепь 
РЦ (см. рис. l . 19 , а) составляющей 
тока с частотой юн + юс :::::: 3Юс 
будет оказывать большое сопротив
ление, и поэтому ею можно прене
бречь. Тогда 

i (t) = -ООс СО U с sin ООс t +0 ,5  (оон -00 с) дсио sin [( оон - ООс) t + !рн] , ( 1 . 60) 

Поскольку к конденсатору емкостью С и) подведено напряжение 
ис (t) = ИС cos юсt, первое слагаемое в выражении ( 1 .60) ip (t) = 
= - юС СОИ с sin юсt представляет собой реактивную составляющую то
ка, сдвинутую по фазе относительно ис на 900. Эта составляющая в пере
носе энергии сигнала не участвует и определяется постоянной состав
ляющей емкости СО, как в случае конденсатора с постоянной емкостью. 

Активная составляющая тока 

ia ( t) �� 0 ,5 (OOh -ООс) дсис sin [(OOh -ООс) 1 + !Рн] = О ,.Ыа cos [ООс t -(0 ,5л: -!рн)] , 

как видно, зависит от фазы напряжения накачки - ЧJн' 
Отдаваемая источником сигнала мощность 

Рс = Uс lа СОS (0 ,5л -!рн) = U� Gэна , ( 1 . 6 1 ) 

где Gзив = 0 , 5 (оон -ООс) ДС sin !pH ' 
Изменение емкости конденсатора ведет к потреблению активной 

мощности. Таким образом, конденсатор с переменной емкостью энер
гетически ведет себя как конденсатор с постоянной емкостью, шунти
рованный активной проводимостью Оэив' Этому соответствует схема 
замещения (рис. 1 . 1 9 , в), являющаяся линейной моделью, содержащей 
нелинейный элемент цепи (см. рис. 1 . 19, а) . На рис. 1 . 19, 8 Овив = 0,5 х 
х юсLlС sin ЧJн' 

Катушка с переменной индуктивностью. Все сказанное о конденса
торе с переменной емкостью легко переносится на катушки с перемен
ной индуктивностью. В катушку с ферромагнитным сердечником для 
управления индуктивностью следует ввести обмотку подмагничива
ния, ток в которой, изменяя режим насыщения сердечника, изменяет 
и индуктивность основной обмотки . 

Рассмотрим цепь с переменной индуктивностью (рис. 1 .20, а) , на 
которую действует напряжение ис и) = и о cos юсt. Пусть индуктив
ность изменяется по закону 

Ток в цепи 
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Рис. 1 .21 

Если принять roн � 2roс и пренебречь т<1Ком с частотой 3roс , то 

iL (t) = UС s in wc f.-j- Uc l1L cos [Wc t -( 2� -!Рн)1 · 
шс Lo 2шс Lo . .  

Первое слагаемое этого выражения является реактивной составля
ющей тока . Активная составляющая 

где 

ia и) = �::�o cos [шс t-( ; -!Рн)] = /a cos [шс t -( ; -!Рн)] ' 

Цепь потребляет энергию мощностью 

дL 
Gэ1:в = sin !рн . 

2шс Lo 

PL = UС la = U� Gэllв , 

Рассматриваемая цепь энергетически эквивалентна цепи 
(рис . 1 . 20, б) , которая представляет собой линейную модель катушки 
с обмоткой подмагничивания. 

Параметрический усилитель. Если в колебательный контур вклю
чить переменную емкость или и ндуктивность, то можно получить уси
ление колебаний .  Схема простейшего параметрического усилителя с 
переменной емкостью приведена на рис. 1 .21 , а .  Разделительные кон
денсаторы ер ограждают источники напряжения сигнала и напряже
ния накачки от постоянного напряжения и о и должны иметь большую 
емкость. Блокировочный дроссель L6л  предотвращает шунтирование 
источников Ис (1) и ин (/) малым внутренним сопротивлением источ
ника. LII и Си � постоянные составляющие индуктивности и емкости 
контура . Проводимость ан отражает расход мощности в иагрузке. 

Если roн � 2roс,  то режим работы 
уrилителя называют с и н х р о н-
Н ы м. Соответствующая схема заме- 1 
щения приведена на рис. 1 .2 1 ,  б .  
Здесь не показаны разделительные 
конденсаторы большой емкостью Ср• 
Конденсатор С о отображает сумму 
емкостей СИ и Со варикапа. Парал
лельное подключение отрицательной 
эквивалентной GЭIlВ = - 0,5 mroСо и 
положительной ан проводимостей 
уменьшает последнюю, снижает по
требление энергии от источника сиг-

ивх 

Z 

2* 

1 . 
__ zLH 

�..) � 
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Рис. 1 .22 
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нала и обеспечивает большее напряжение ис на конденсаторе по 
сравнению с UСИГН на контуре. 

Как отмечалось, напряжение на конденсаторе увеличивается с 
с уменьшением его емкости (см. рис. 1 . 1 8) .  Последнее должно происхо
дить В моменты прохождения напряжения сигнала через амплитудные 
значения ,  напряжение на конденсаторе возрастает также и при измене
нии фазы напряжения накачки на 1 80°. 

Свободные колебания в контуре с параметрическим реактивным 
элементом. Как известно, свободными колебаниями в электрических 
цепях называют колебания ,  происходящие после прекращения дей
ствия внешних возмущений. В колебательном контуре свободные коле
бания возникают в случае наличия на конденсаторе первоначального 
заряда или тока в катушке индуктивности . Частота таких колебаний 
<0 0 = I ГVLC, а фаза может быть произвольной. 

Если один из  элементов контура , например емкость, является пара
метрическим, то усиление и поддержание свободных колебаний осу
ществляются за счет энергии, поступающей из цепи накачки. Следует. 
однако, отметить, что такое поддержание собственных колебаний в 
контуре с параметрической емкостью возможно только при определен
ных фазовых соотношениях между собственными колебаниями в кон
туре и колебаниями напряжения накачки . Собственные колебания в та
ком контуре могут иметь только две фазы, отличающиеся друг от дру
га на 1 80°. 

Параметрон. Параметрическую цепь, основу которой составляет ко
лебательный контур с параметрическим элементом, называют парамет
роном. Так как установление фазы колебаний q> или q> + п  зависит от 
начальных условий ,  то, задавая сигналом в момент запуска начальную 
фазу, можно получить один из двух устойчивых колебательных режи
мов . Таким образом, параметрон может различать слабые гармониче
ские сигналы с неодинаковыми фазам!! . 

Пример схемы параметрона с управляемой емкостью приведен на 
рис. 1 .22. В качестве переменной емкости использованы два варика
па, индуктивностью служит обмотка трансформатора. Из цепи накачки 
подается напряжение и н (t) + и о = и н cos <OHt + и о .  Частота на
пряжения накачки <ОН вдвое превышает частоту резонанса контура. 
Емкость конденсаторов уменьшается или увеличивается синфазно. 
Взаимные влияния цепей накачки и колебаний устраняют симметрией 
схемы. Постоянным напряжением и о устанавливаются рабочие точки 
нелинейных элементов. 



Глава 2 
ПРИЕМЫ АНАЛИЗА И СИНТЕЗА 

ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕй 

2. 1 .  ПРИМЕРЫ РАЗВЕТВЛЕННЫХ цеПЕЙ 
В УСТРОЙСТВАХ ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОй ТЕЛЕМЕХАНИКИ 

И СВЯЗИ 

Электрические цепи устройств телемеханики и связи, как правило, 
разветвленные. Рассмотрим, например , часть схемы кодированной стан
ционной рельсовой цепи (блок БПК) (рис. 2. 1 ,  а) . На рисунке показана 
также цепь тягового тока, обтекающего рельсовые нити. Если сопро
тивления последних неодинаковы, то в рельсовую цепь вместе с сиг
нальными токами попадает часть тягового тока, оказывающего мешаю
щее действие. При рассмотрении питающего конца рельсовой цепи схе
му, приведенную на рис. 2 . 1 ,  а, можно упростить, заменив цепь тяго
вого тока эквивалентным источником напряжения, рельсовую цепь -
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Рис. 2.2 

ее входным сопротивлением Zp и опустив второстепенные элементы, на
пример цепь искрогашения R и ,  С и (рис. 2 . 1 ,6) . Дальнейшее упроще
ние схемы получается при замене выходов трансформаторов Т 1 и Т2 
эквивалентными источниками напряжения  (рис. 2. 1 ,  в) . Эта схема со
держит три взаимосвязанных контура, в каждом из которых действуют 
независимые источники напряжения с разными частотами .  

Рассмотрим также схему транзисторного усилителя (рис . 2 .2 ,  а) . 
применяемого в устройствах телемеханики и связи . Как и в случае 
рельсовой цепи ,  ее можно заменить эквивалентной схемой 
(рис. 2 .2 . 6) . Следующий шаг по упрощению схемы усилителя может 
заключаться в замене транзистора его эквивалентной схемой. 

Как и в первом примере, схема усилителя представляет собой 
многоконтурную цепь с действующими в контурах источниками напря
жения.  При этом один из источников напряжения иВХ представляет 
собой усиливаемый сигнал , а два других источника постоянных на
пряжений Е б И Е и обеспечивают режим транзистора по постоянному 
току. 

В обоих случаях мы сталкиваемся с многоконтурностью и разнооб
разием форм напряжений  действующих источников. 

В разветвленных цепях устройств телемеханики и связи одновре
менно действуют источники напряжения  самой разнообразной формы в 
отличие от сетей энергоснабжения,  в которых напряжения  совместно 
питающих сеть электростанций имеют одно и то же значение и частоту. 

Однако если пользоваться операторными изображениями напряже
ния и (р) , токов 1 (р) и сопротивлений Z (р) , то при расчете цепей с 
источниками напряжения произвольной формы можно применять те 
же приемы, что и при расчете резистивных цепей или цепей переменно
го тока символическими методами . Во всех случаях действуют закон 
Ома и законы Кирхгоффа .  

2.2. ГРАФ ЭЛЕКТРИЧЕСКОй ЦЕПИ 

Простейшие электрические цепи имеют только одну ветвь или толь
ко два узла. Связь между напряжением и током в таких цепях вполне 
определяется одной из ее характеристик: Z (р) , у (р) , к (t) .  А (t) ,  . . .  

В разветвленной цепи связи между напряжениями и токами опре
деляются характеристиками отдельных ветвей и способом соединения 
последних  между собой . Свойства отдельных ветвей разветвленных це-
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пей чаще всего характеризуются их полными сопротивлениями Zi (р) 
или проводимостями Yi (р) ,  где i - номер ветви . Способ соединения 
ветвей между собой зависит от схемы цепи и может быть отображен ее 
г р а ф  о м - чертежом, показывающим соединения ветвей цепи меж
ду собой . Граф электрической цепи (рис. 2.3) приведен на рис. 2.4, а. 
В нем различают у з л ы  и в е т в И. Одчн из узлов выбирают базис
ным. Если на ветвях графа цепи стрелками обозначены выбранные ус
ловные направлени я  тока, то граф называют о р и е н т и р о в а н -
н ы м .  

Все ветви графа можно разбить на две части . В первую входят не
замкнутые последовательности ветвей, проходящие через все узлы гра
фа. Образуемую этими ветвями геометрическую фигуру называют дере
вом графа . Во втрую входят ветви , подключение которых образует зам
кнутые контуры. Эти ветви называют з а м ы к а н и я м и (иногда 
р е б р а м и) графа . Разбить ветви графа на дерево и замыкания можно 
многими способами , два из них для рассматриваемого графа приведе
ны на рис. 2.4 ,  б и 8. Здесь ветви дерева изображены сплошными лини
ями , а замыкания - штриховыми. 

Каждый контур , образованный подключением к дереву графа од
ной из  ветвей замыканий, является независимым, поскольку содержит 
в себе ветвь - замыкание - , входящую только в данный контур. По
этому число ветвей - замыканий графа - равно числу независимых 
контуров цепи .  

В графе цепи можно выделить п у т и - незамкнутые последова
тельности ветвей , при которых в каждый узел входит и выходит по од
ной ветви . Как будет показано далее, использование понятий графа це
пи, деревьев, замыканий и путей графа облегчает расчет цепей . 

2.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВХОДНЫХ 
СОПРОТИВЛЕНИй (ПРОВОДИМОСТЕЙ) 

И СОПРОТИВЛЕНИй (ПРОВОДИМОСТЕЙ) ПЕРЕДАЧИ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 

Рассмотрим схему, приведенную на рис. 2 .3. Допустим , что задан
ными активными элементами в ней являются источники напряжения,  
а определению подлежат токи. Эту задачу удобно решить методом кон
Турных токов, выбрав в качестве последних искомые токи. 
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Уравнения равновесия напряжений для трех контуров цепи: 

Zl1 i1 + Z12 i2 + z1з iз = U1; 

Z21 i1 + Z22 i2 + z2з iз = й2; 

Z31 i1 + ZЗ2 i� + Zзз iз =� ИЗ . 

(2 . 1 )  

Решим систему (2 . 1 )  методом Краммера (с помощью определителей) . 
Решение для тока i;  (i = 1 ,  2, 3) будет 

/; = А ,  в котором столбец с номером заменен свободными членами, 

где 11 

Z11 Z12 ZIЗ Zo + Z 1 + Z2 - Z2 -ZI 

11 = Z21 Z22 Z2З - -Z2 Z2 + ZЗ + Z" -ZЗ 

Z31 Z32 Zзз -ZI -ZЗ ZI + ZЗ + Z4 

определитель,  составленный из  коэффициентов системы уравнений (2. 1 ) .  
Разлагая стоящий � числителе определитель по элементам i-ro 

столбца (содержащего Uj), найдем ток как сумму трех слагаемых ,  за
висящих соответственно от U1 - iJ 3 '  Полное решение системы (2 . 1 )  
будет: 

· 1111 ' 1121 '  I1З1 · 11 = -- и1 +-- И2 + -- из; 
11 11 11 

· 1112 '  1122 ' 1132 ' 1 = - U + - U + - И ' 2 
11 

1 
11 

2 
11 

з
, 

· 1113 '  112З ,  I1ЗЗ , lз = - U1 + - И2 + - из '  
11 11 11 

(2 .2) 

Здесь /). 0 - алгебраические дополнения элемента Zjj 
в определителе 

/).; t'1 ij = (_ l ) l+ i - минор, остающийся после вычеркивания в опре
делителе Аi-й строки и j-ro столбца. 

Коэффициенты /).о/А ,  входящие в выражение для токов, по смыслу 
и размерности представляют собой проводимости. 

Проводимости 
(2 .3) 

называют в х о Д н ы м и , они связывают напряжение Ui , действую
щее в контуре i, с током в том же контуре (и той же ветви) , если указан
ное напряжение в контуре единственное. 

Проводимости 
у . . - 11 " /11 1/ - 1/ (2 . 4) 

связывают напряжение, действующее в контуре i с током в контуре j ,  

их называют п р о  в о Д и м о с т я м ц п е р е Д а ч и . Указанные 
проводимости СВЯзывают напряжение источника с нулевым внутренним 
сопротивлением с током в замкнутом контуре и поэтому их называют 
иначе - п р о  в о Д и м о с т я м и к о р о т к о г о 3 а м ы к а
н и я .  
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Разумеется, можно пользоваться и обратными величинами: в х о д
н ы м и  с о п р о т и в л е н и я м и  

Zu = l!./ l!.jj 
и с о п р о т и в л е н и я м и  п е р е д а ч и  

(2 . 5) 

Z;j = l!./ l!.jJ . (2 .6) 

По формулам (2 .3)-(2.6) определяют токи по заданным напряжениям, 
но они не позволяют анализировать связи между напряжениями и то
ками в зависимости от сопротивлений отдельных ветвей цепи, в част-
ности от сопротивлений генераторов и приемников. . . 

В схеме (см.рис. 2 .3) при определении Z12' связывающего и1 и 12, 
сопротивление генератора представляют сопротивлением Zo, а прием
ника - сопротивлением Zи. Величины Zj j ,  Yi i ,  ZjJ ; У Ij будем далее на
зывать в х о Д н ы м  И И п е р  е Д а т о ч н ы м и функциями цепи. 

Полной характеристикой неразветвленной цепи является ее сопро
тивление, а характеристикой разветвленной цепи - совокупность соб
ственных и взаимных сопротивлений контуров, образующих опреде
литель � .  Зная последний, можно в соответствии с выражением (2.2) 
определить любой контурный ток при индивидуальном или совместном 
действии каждого из напряженнй iJ1 - iJ 3 ' Совокупность собственных 
и взаимных сопротивлений, входящих в определитель цепи, как харак
теристика цепи эквивалентна совокупности собственных сопротивле
ний ветвей цепи и ее графа. 

Напомним, что пассивные линейные электрические цепи имеют свой
ство обратимости . Его формируют обычно в вид� теоремы обратимости 
(или взаимности) таким образом: если э. д. с. и j контура i электри
ческой цепи вызывает в контуре j ток i J, то та �e э. д. с., будучи пере
несена в контур ;, вызовет в контуре i ток Ij = I}. Это значит, что в об
ратимых цепях сопротивления передачи равны друг другу: 

Z;j = iJi//j и zU = Uj/ij • 

Свойства обратимости' удобио использовать в тех задачах, по усло
вию которых ZiJ определяется легче, чем ZJi .  

2.4. МАТРИЦЫ (Z) и (У) РАЗВЕТВЛЕННОй ЦЕПИ 

ДЛЯ того чтобы подчеркнуть связи между способами расчета нераз
ветвленных и разветвленных цепей, рассмотрим еще раз уравнения 
(2 . 1 )  и (2 .2) . На уравнения (2. 1 ) можно смотреть как на уравнения пре
образования координат (/1 - 1  з) трехмерного вектора в новые коорди-
наты (и 1 - (; 3) ' а на уравнения (2 .2) - как на обратные преобразо
вания Координат (iJ 1 - iJ 3) в координаты (/1 - 1з) .  

Коэффициенты системы уравнений контурных токов (2 . 1 )  образуют 
матрицу преобразования: 

(2. 7) 
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в т ЛЭЦ эту матрицу называют м а т р и ц е й с о п р о  т и в л е
н и й х о л о с т о г о х о Д а. Любое из сопротивлений Zi} можно из
мерить только в том случае, если все контуры будут разомкнуты. 

Коэффициенты системы уравнений обратного преобразования (2.2) ,  
представляющих собой по существу систему уравнений узловых напря
жений дуальной цепи, образуют матрицу обратного преобразования: 

Л11 1\21 1\31 

1\ 1\ 1\ 

Л 12 1\22 Л32 

Л Л Л 

Л13 1\23 Л33 - -- -
1\ 1\ 1\ 

(2 . 8) 

Эту матрицу называют м а т р и Ц е й п р о  в о Д Jf М О С Т е й 
к о р о т к о г о з а м ы к а н и я .  Любую из проводимостей У ij 
можно измерить только в случае замкнутых всех контуров цепи и за
короченных узлов дуальной цепи . Она обратна матрице (Z) . 

В матричной форме уравнения (2 . 1 )  и (2.2) будут: 

и 

что кратко записывается так: 

(Z) (i) = (И) и (У) (И) = (i) . 

Подобно тому как пассивная часть неразветвленной цепи характе
ризуется сопротивлением Z или проводимостью У = Z-l,  так пассив
ная часть разветвленной цепи характеризуется матрицей (Z) или мат
рицей (У) = (Z)-l. Матрицы (Z) и (У) обратны друг другу. Их элемен
ты определяют все свойства пассивной части цепи . 

Совершенно очевидно, что все сказанное здесь о трехконтурной це
пи можно отнести к цепи любой сложности. 

Если при расчетах режимов простейших цепей задано напряжение и 
следует определить ток, источник энергии удобно представить в виде 
источника напряжения с нулевым внутренним сопротивлением, вклю
ченным последовательно в замкнутую цепь с сопротивлением Z, кото
рое учитывает и сопротивление источника. При этом i = u/z = уи. 
Если задан ток и необходимо определить напряжение, источник уд06-
но представить в внде источника тока с нулевой внутренней проводи
мастью, включенного параллельно разомкнутой цепи с проводимостью 
У = I 1Z. При этом V = zi. 
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Аналогичная картина наблюдается в разветвленных цепях. Если за
даны напряжения и определению подлежат токи, источники энергии 
следует представлять в виде источников напряжения с нулевыми внут
ренними сопротивлениями, действующими в замкнутых контурах. Свя
зи между токами и напряжениями в этом случае определяются элемен
тами матрицы (У). 

При заданных токах и определяемых напряжениях источники удоб
но представить в виде источников тока с нулевыми внутренними прово
димостями, подключаемыми параллельно разомкнутым ветвям цепи. 
Связи между напряжениями и токами в этом случае определяются эле
ментами матрицы (Z) . 

2.5. МАТРИЦЫ СОЕДИНЕНИЙ (ИНЦИДЕНЦИЙ) ЦЕПИ 

Элементы матриц (Z) и (У) цепи зависят от значений сопротивлений 
или проводимостей ее ветвей и способа соединения последних - графа 
цепи.  Аппарат матричной алгебры позволяет рассматривать указанные 
характеристики раздельно. Проиллюстрцруем это на примере простой 
цепи (рис. 2 .5) . 

Свойства ветвей цепи изображают диагональной матрицей (Zl О О ) ZB = О 

Z'l О • 

, О  О 

Zз 
связывающей напряжения ветвей с токами. 

Способ соединения ветвей между собой характеризуется так назы
ваемой м а т р и Ц е й с о е Д и н е н и я ц е п  и .  Столбцы этой мат
рицы соответствуют ветвям ,  а строки - контурам. Если ветвь входит 
в контур и ток в ней совпадает по направлению с контурным, то эле
мент, стоящий на пересечении соответствующих столбца и строки ,  ра
вен 1 .  При несовпадении направлений токов ветви и контура соответст
вующий элемент равен - 1 .  Если ветвь не входит в контур , то соответ
ствующий элемент равен О. Порядок составления матрицы цепи на при
мере цепи , схема которой приведена на рис. 2 .5, поясняется табл . 2 . 1 .  

Матрица цепи 

(М) = ( 1 ,О 
1 О) - 1 1 

Диагональная матрица сопротивлений ветвей (Z)B вместе с матрицей 
цепи (М) содержит всю информацию о цепи. Если в матрице цепи по-

Т а б л и ц а 2. 1 1" 
-

2, Z:1 _ill 
I(онтурные 

Токн ветвеА 

� rI' токи 
/lВ \ /2В /3В 

Zt � i %8 11 1 1 О 1, О -1  1 Рис. 2.5 
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менять местами строки и столбцы, получается 
р о в а н н а я м а т р и Ц а цепи: 

т р а н с п о н и-

(М)Т{ -) 
Для любой разветвленной цепи 

(Z) =� (М) (Z)B  (М)Т , (2 .9) 

Проиллюстрируем это на примере рассматриваемой цепи. 

На выражение (2.9) следует смотреть как на представление матри
цы сопротивлений холостого хода, преобразующей контурные токи в 
напряжения .  в виде произведения трех матриц. Каждая из матриц мно
жителей дает одно из преобразований, из которых складывается преоб
разование, осуществляемое матрицей (Z) . 

Матрицв (М)Т преобразует контурные токи в токи ветвей : 

Матрица (Z) B преобразует токи ветвей в напряжения ветвей: 

Наконец, матрица (М) преобразует напряжения ветвей в напряже
ния контуров: 

( 1 1 0) (�: ) = ( �1+�2 ) . 0 -1 1 . -И1+Из 
из 

Выражение (2.9) указывает на два возможных способа характеРИЗQ
вания  разветвленной электрической цепи :  одной (z) = (y}-l или дву
мя (Z)B И (М) матрицами. 
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2.6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВХОДНЫХ И ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ 
ПО ГРАФУ цепи 

Рассчитывая разветвленную цепь методами контурных токов или 
узловых напряжений, интересующие нас входные или передаточные 
функции получаем в виде отношения двух определителей [см. выраже
ния (2.3)-(2. 6) ] .  

Входное сопротивление цепи (см. рис. 2 .3) .  

ZBX11 = А/ А11• (2. 1O} 

Сопротив.ТIение передачи 
(2 . I 1 } 

Это компактные выражения. Однако для получения конкретной зави
симости от элементов схемы цепи и частоты, входящие в выражение дЛЯ 
Z, определители надо раскрыть. Для цепи, схема которой приведена 
на рис. 2 .3, при Zo = 0 определитель системы уравнений (2. 1 )  имеет вид: 

А = (Zl + Z2) (Z2 + Zs) (Zl + Zз + Z,) -Zl Z2 Zз -ZlZ.ZЗ -Zf (Z. + ZЗ) 
-Z� (Zl + Zз + Z.) - Zi (Zl + Z2) �= (Zl Z2 + Z1 Zз + Zi + Z.Zs) (Zl + ZЗ + Z') -

-2Z1 Z2 Zз -Z� Z2-Z1 Zз -Z: Zl -ZI Zз- Z� Z. -Z: Zl -Z= Z2 = 
= Zl Z2 Z. + Zl Zз Z4 + Z2 Zз Z, . (2 . 12) 

Соответственно 

и 

Orсюда 
А Zl Z2 Z. + Zl Zз Z, + Z.ZЗZ, 

ZBXll = - = -_......:....-=--=--'-�....::....�:...-.:....::........._-
All Zl Z2 +Z• ZЗ +Z2 Z. + Zl Zз + ZaZ. 

Z 
_ � _ Zl Z2 Z, + Zl Zз Z.+ Z. Zз Z. 

пеР12 - -
А12 Zl Z. + Z. Za + Z2 Z. + Zl Zз 

Составим выражение для ZBXll непосредственно 
по рассматриваемой схеме, которую перечертим в 
другом виде (рис. 2 .6) :  

(Zl + Z:�;З )  z, 

Z .. Z, Zз 
1 +  Z. + ZЗ + z. 

ZBXl1 =  

(Zl Z. + Zl ZЗ + Z, Z.) z, 
Zl Z. + Zl ZЗ + Z. Zа + Zз Z" 

у 
1, 

Zz Z, 

.. 
! 

Рис. 2.6 

(2 . 13) 

(2 . 14) 

(2 . 15) 

, 
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Сравним оба способа получения ZИХl1' Использование общей форму
лы (2 . 1 0) вносит в вычисления некоторую общность и формальность, 
но дает при этом много лишних взаимно уничтожаемых слагаемых .  При 
вычислении ZИХ l1 по схеме следует учитывать правила параллельного 
и последовательного соединений сопротивлений в соответствии с этой 
схемой ,  т.  е. всякий раз по-своему, зато никаких подлежащих сокра
щению слагаемых при этом не возникает. 

Составление функций по ее графу - способ, имеющий преимуще
ства двух рассмотренных случаев: общность, формальность и отсутст
вие ненужных усложнений при вычислениях. Граф цепи можно упро
щать по тем же правилам, что и ее схему . По графу можно составить вы
ражение определителей без лишних уничтожающихся слагаемых .  

Правила определения функций цепи по графу в двух дуальных фор
мах (применительно к уравнениям контурных токов и уравнениям уз
ловых напряжений) были даны Кирхгофом и Максвеллом. Эти правила 
сводятся к нахождеНliЮ по графу пепи определителей �, � j j  и � iJ '  

Правила Кирхгофа формулируются так .  Пусть цепь характеризует
ся N независимыми контурами, тогда: 

1 )  определитель � равен сумме произведений сопротивлений вет- ' 
вей замыканий, составленных для всех возможных деревьев графа 
цепи ;  

2) определитель � j j  равен сумме произведений сопротивлений 
(N - 1 )  ветвей замыканий , при удалении. которых остается один кон-
тур ,  включающий ветвь с напряжением Uj ; 

3) определитель � и  равен сумме произведений (N - 1 )  ветвей за
мыканий� пр". удалении которых остается один контур, содержащий 
ветви с Uj и /} . 

Применим эти правила к вычислению определителей �,  �l1 И �12 
разобранной p aH�e задачи . Рассмотрим граф цепи (см . рис. 2 .3) и воз
можные способы разбиения ветвей на дерево и замыкания (рис. 2 . 7) . 

В соответствии с первым правилом Кирхгофа из рис. 2 .7, 6, в и г 
следует, что � = ZlZЗZ4 + Z2ZЗZ4 +ZlZ2Z4, сравните с выражени
ем (2 . 1 2) .  Множества замыканий для случаев, приведенных на рис. 2 ,7, 
д, е ,  ж ,  з и не показанных на нем ,  содержат ветви с нулевыми сопро
тивлениями , и поэтому соответствующие произведения в выражение 
для � не вошли. 

с) Zt, 

Рис. 2.7 
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О) �Uf� , У, U1 5) 1�' �/�' ") У. i/) ? " I I Z � '> У,О" yz Уl У... . /' у;, ~ 
i, � > , \  l] 

О О и � O  

Рис. 2.8 

в соответствии со вторым правилом Кирхгофа непосредственно по 
графу (рис. 2.7,  а) найдем 

�ll = ZlZ2 + Z1 ZЗ+ Z2 Za + Z, Zз+ ZЗ Z • .  

ПО третьему правилу Кирхгофа и з  рассматриваемого графа 
�12 = Zl Z2 + Z1 Zз + Z, Za + Z2 Z • .  

Правила Максвелла формулируют так: 
1 )  определитель � равен сумме произведений проводимостей ветвей, 

образующих все возможные деревья графа цепи ;  
2) определитель �i i  равен сумме произведений проводимостей вет

вей всех возможных деревьев графа цепи, получающейся после замыка
ния узла с базисным, относительно которого отсчитывают напряжения; 

3) определитель �ij равен сумме произведений проводимостей вет
вей деревьев, общих для двух цепей, получающихся замыканиями уз
лов i и j с базисным. 

Проиллюстрируем применение этих правил на простой цепи 
(рис. 2.8, а) . 

Уравнения узловых напряжений для этой схемы: 

ун и 1 + У 12 u2 = i1; У21 UJ + Y22 и2 = о .  

Определим напряжеиия узлов: 

и· �11 ' и' 
_ �12 • 1 = � /1 ; 2 -

� 
11 ' 

Непосредственные вычисления дают: _ 1 У 1 + У 2 -У 11_ 2 j\ .  & -
У У 

- Y 1 + Y1 УЗ + У2 Уа + У2 Y1 - Y 1 •  
- У 1  1 + 2 

&11 = Y 1 + Ya; �12 = Yl '  

Найдем теперь определитель � ,  �11' �1' по правилам Максвелла: 
определитель � - есть сумма произведений проводимостей ветрей , об
разующих деревья . Деревья графа цепи (см. рис. 2 .8 ,  а) показаны на 
рис. 2.8, б, в, г. поэтому � = VsVз + У1Уа + V1Vз; �11 - есть сум
ма произведений проводимостей ветвей, образующих деревья,  получа
ющиеся после замыкания первого узла с базисным. Соответствующий 
граф приведен на рис. 2.8, д. Определитель А11 == V 1 + V 3' Аналогич
но поступая,  получим А11 = У1. 

При расчетах сложных цепей приходится применять метод контур
ных токов и исходить из матрицы (Z) и метод узловых напряжений и ис
ходить из матрицы (У) .  Использование двух правил Кирхгофа и Макс-
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Z, 

J 't--=-+--� 3 

о 

Рис. 2.9 Рис. 2 . 10  

велла для вычисления определителей в этих двух случаях неудобно. 
Поэтому чаще пользуются правилами Максвелла или им эквивалент
ными. При этом, если рассчитываемая цепь охарактеризована прово
димостями узлов, т. е. матрицей (У) ,  правила применяют непосредст
венно для этой цепи . 

В случае использования для характеристики рассчитываемой цепи 
сопротивлений контуров,  т. е. матрицы (Z) , сначала эту цепь заменяют 
дуальной, а затем применяют правила Максвелла. Проиллюстрируем 
это на примере рассмотренной ранее цепи (см. рис. 2 .3) ,  которая 
содержит три контура, номера которых соответствуют индексам напря
жений и токов. В дуальную цепь должны входить три узла. Поэтому 
построение ее графа начнем с узлов 1 ,  2, 3 и базисного, соответствую
щего внешнему контуру (рис. 2.9) . Общее сопротивление Z2 контуров 
1 и 2 исходной цепи превратим в численно равную ему проводимость 
связи между узлами 1 и 2, а общее сопротивление Zl контуров 1 и 3 
в проводимость связи между узлами 1 и 3 и т. д. Общее сопротивление 
внешнего контура и контура 1 - нулевое сопротивление левой ветви 
графа - станет проводимостью связи узлов О и 1 ,  а общее сопротивле
ние Z4 внешнего контура и контура 3 - проводимостью, соединяющей 
узлы О и 3. Так мы получим граф, дуальный графу (см . рис. 2.7) ,  и це
пи (см. рис. 2 .3) .  В нем узлы соответствуют контурам, деревья - замы· 
каниям и наоборот. Возможные деревья с ненулевыми ветвями для 
полученного графа приведены на рис. 2 . 10 .  

Используя первое правило Максвелла, получим 

� =Z1ZЗZ' +Z2ZЗZ' +ZtZ2Z. , 

что соответствует выражению (2. 1 2) . 
По второму правилу Максвелла для вычисления [\11 следует замк

нуть первый узел с базисным. Полученный граф приведен на 
рис. 2 . 1 1 ,  а. По его деревьям (рис. 2 . 1 1 ,  б) определяем значение [\Н'  

0,1 
Рис. 2. 1 1  
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совпадающее с выражением (2. 1 3) .  Применяя третье правило Максвел
ла, найдем [\12' совпадающее с выражением (2 . 1 4) .  

Мы использовали здесь графы цепи для вычисления определителей 
[\ и l1 iJ систем линейных уравнений. Из этих определителей составля
ют все решения системы линейных уравнений .  Очевидно, можно сфор
мулировать правила получения необходимых решений системы уравне
ний сразу по графу , не прибегая к составлению уравнения ;  в этом смыс
ле граф эквивалентен системе линейных уравнений. Эго обстоятельст
во лежит в основе использования графов 8 теории линейных электри
ческих цепей и во многих других науках. Теория графов - развитая 
математическая дисциплина и ,  как всякий раздел математики, находит 
широкое применение. 

2.7. ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ЦЕПЬ КАК МНОГОПОЛЮСНИк. 
ДВУХ- И ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКИ 

Системы автоматики, телемеханики и связи представляют собой 
сложные комплексы разнообразных взаимосвязанных устройств, де
тальное рассмотрение электрических цепей которых возможно только по 
частям. 

Рассматриваемая электрическая цепь должна быть отделена от си
стемы, частью которой она является . При этом воздействия, которым 
цепь подвергалась со стороны системы, и реакции системы на воздейст
вия со стороны этой цепи следует заменить эквивалентными. Первое 
достигается включением в схему рассматриваемой цепи эквивалент
ных генераторов, а второе - эквивалентных нагрузок. Точки подклю
чения эквивалентных генераторов называют входными зажимами 
(в х о Д а м и) ,  а точки подключения эквивалентных нагрузок - вы
ходными зажимами (в ы х о Д а м и ) изучаемой цепи.  

В общем случае разветвленная электрическая цепь, выделенная для 
детального рассмотрения из более сложной системы, может иметь не
сколько входов и выходов. Такую цепь и взаимодействие ее с внешней 
средой изображают как на рис. 2 . 1 2 , а саму цепь называют м н о г о п 0-
л ю с н и к о м. 

Основные практические задачи сводятся обычно к установлению 
связей между напряжениями и токами на входах и выходах многопо
люсника ,  или, другими словами , к определению его входных и переда
точных функций .  

В линейных цепях благодаря принципу наложения возможно по
очередное рассмотрение действия каждого из генераторов (или источ
ников). При этом возникает несколько типичных задач , методы реше
ния которых достаточно разработаны и находят все большее примене
ние в различных областях телемеханики и связи. Совокупность поня
тий , используемых при решении этих задач (переменных, параметров 
и взаимосвязей между ними) ,  образует математические схемы - осно
ву теории линейных электри ческих цепей. 

Наиболее важными задачами являются следующие: 
определение или обеспечение заданной связи между напряжением 

и током на одном из входов цепи (см. рис. 2 . 1 2), например на входе, где 
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____ г----, 

Рис. 2. 12  Рис. 2. 13 

действует напряжение (;1. Для решения этой задачи достаточно исхо
дить из эквивалентной схемы (рис. 2. 1 3) .  Поскольку здесь рассматрива
ется один вход цепи (два зажима), цепь называют Д в у х п о л ю с
н и к о м. Обобщением этого случая является рассмотрение одного 
входа n-фазной цепи, представляющей собой n-полюсник; 

определение или обеспечение заданных связей между напряжением 
и током на нескольких входах. В этом случае используют эквивалент
ную схему (рис. 2 . 1 4, а) . Цепь, выделенную таким образом, называют 
2n-полюсником. Здесь простейшим случаем является цепь с двумя 
входами 1 и 2 (рис. 2 . 14 ,  б и в) . В соответствии с числом зажимов ее на
зывают ч е т ы р е х п о л ю с н и к о м .  С помощью матричной алгеб
ры все, относящееся к цепи с двумя входами , автоматически переносит
ся на цепи с большим числом входов; 

определение или обеспечение заданных связей между напряжением 
и током на нескольких входах и выходах цепи . Здесь, как и в предыду
щей задаче, наиболее типичным, простым и легко обобщаемым случа
ем является цепь с одним входом и одним выходом (рис . 2 . 1 4, г) . 

В виде четырехполюсника представляют также и цепь с двумя вхо
дами (см . рис. 2 . 1 4 ,  в) . 

Определение связей между токами и напряжениями есть анализ це
пи, его выполняют по известной схеме и определяют ее частотные или 
BpeMeHHble характеристики. Обеспечение заданных связей между на
пряжениями и токами есть с и н т е з цепи - построение цепи с задан
ными свойствами, например с определенной частотной характеристи
кой . 

В обоих случаях (анализа и синтеза) очень важно уметь предста
вить сложную цепь в виде соединения более простых цепей, для кото
рых связь между схемой и ее свойствами менее сложная, и ,  таким обра
зом, определение характеристики или реализация ее части упрощает-

""аJ:.г----, б) 
1 

1 

n 
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ся . Такими частями сложных цепей . " 6и, г __ ---, Jz являются двух- и четырехполюс-

ofi Fzo ники. o!-i r-o Двух- � четырехполюсник --
г) i, Iг важнейшие понятия,  используемые 

of1r----.Pz при рассмотрении сложных элек-

� г-о трических цепей устройств телеме

Рис. 2. 14 
ханики и связи; их теории и посвя
щена следующая часть этой главы. 



2.8. КАНОНИЧЕСКИЕ СХЕМЫ ПАССИВНЫХ ДВУХПОЛЮСНИКОВ 

Двухполюсные электрические цепи - ДВУХПОJtюсники - разделя
ют по сложности на одно- , двухэлементные и т. д. И характеру входя
щих в них элементов - на гС, rL, LC, rLC. 

Двухполюсники гс. Наиболее простыми, часто применяющимися 
и типичными в отНошении теории являются двухполюсники гС. Допус
тим, что требуется построить двухполюсник, модуль сопротивления ко
торого с заданной точностью уменьшался бы с увеличением частоты 
(рис. 2 . 1 5 , а, кривая 1) .  Эта зависимость является типичной для цепей 
,с при варьировании величинами R1 и R2 И охватывает все возможные 
случаи . 

Очевидно, самым простым решением задачи будет использование 
одноэлементного двухполюсника-конденсатора .  Зависимость его моду
ля сопротивления от частоты приведена на рис. 2 . 15, а, кривая 2. По
лученная зависимость совпадает с заданной только в одной точке на 
частоте Ю1 ' которую можно менять, вар ьируя емкостью конденсатора. 

Для более точного выполнения задания, например большего при
ближения модуля сопротивления к значению Rt, конденсатор следует 
шунтировать сопротивлением '1. Зависимость IZ (ю)1 в этом случае бу
дет изображаться кривой 3. Используя двухэлементный двухполюс
ник, можно получить совпадение заданной и полученной зависимостей 
IZ (ю)1 в двух точках. 

Если необходимо обеспечить более точное получение заданной за
висимости /Z (ю)l , и, в частности, добиться,  чтобы с неограниченным 
увеличением частоты модуль сопротивления не снижался до нуля, в 
схему следует включить еще один резистор (рис. 2. 1 5 , б) и подобрать 
сопротивления резисторов так , чтобы выполнялись соотношения: 
'1 + '2 = R1; '2 = R2• 

Зависимость модуля сопротивления двухполюсника, состоящего 
из трех элементов, совпадает с заданной в трех точках: юо = О, ю = 
= Ю1 И Ю 00 = 00 .  

Следует заметить, что при усложнении схемы двухполюсника 
с целью получения более точного совпадения зависимости его сопро
тивления от частоты с заданной первый резистор был включен парал
лельно конденсатору, а второй -
последовательно.  Включая второй а) 
резистор также параллельно, мы не 
получили бы существенного изме- Rf 
нения свойств двухполюсника . 

Из рассмотренного примера сле
дуют выводы: 

в схему двухполюсника с задан-

о) (;, 

ной зависимостью модуля сопротив- r---l�:=§���;;� j' � ления от частоты следует включать Rz J тем большее число элементов, чем в 
большем числе точек должны сов
падать полученная и заданная ука
занные зависимости . Этим объяс-

о (д, 

Рис. 2. 1 5  
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няется необходимость изучения многоэлементных двухполюсных 
схем; 

схему двухполюсника следует составлять так ,  чтобы можно было 
просто определить численные значения параметров ее элементов. По
следние свойства присущи так называемым к а н о н и ч е с к и м 
с х е м а м. 

Рассмотрим простейшую цепь с двумя параметрами Г; и Cj • Для це
пи (рис. 2. 1 6 , а) операторная проводимость 

у (р) = ( l jrj) +pCj . 
Переход от У j иro) к У j (р) упрощает выражение этой величины и 

заменяет комплексную функцию У; Uro) вещественной У (р) при веще
ственном р .  Вещественными оказываются и нули и полюсы У; (р) для 
цепей гС. 

Параллельное подключение новых элементов эквивалентно новым 
численным значениям Г; и С; и не изменяет вида У j (р) .  При последова

тельном подключении других цепей к данной можно по-

а) лучить существенно новые свойства. Определим 

ri, 

Рис. 2. 16 
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1 Zj (р) сс -
у j (р) ___ 

1__ _ 
I /Cj 

( l /rj) +pCj р + [ I / (г; Cj») 
где А ·  = I /С · ·  р .  = - 1 /(г ·С·) l l '  l l l '  

А;  
P-pj (2 . 16) 

Соединяя последовательно такие простейшие цепи и 
учитывая ,  что в отдельных случаях Г; может быть бес
конечно большим. а Cj - бесконечно малым, получим 
схему (рис . 2. 1 6, б) , которая является канонической. Со
противление такого двухполюсника 

i = n  Z (р) =го +  � + ,., __ A�j_ 
РСо :::, р -р; (2. 1 7) 

где A j  = I /Cj и р; = - l I(rjC;) . 
Между рассматриваемой схемой и формулой (2 . 1 7) 

ее сопротивления имеется четкое соответствие, т .  е. 
каждому последовательному элементу схемы соответст
вует одно из слагаемых в формуле. Каноническая схе
ма содержит наименьшее число элементов по сравнению 
со всеми другими схемами , имеющими те же свойства . 

Рассмотрим цепь (рис. 2. 1 7 , а) . Для нее 

Zj (р) = Г; + 1 / (pCj) .  
Последовательное включение новых элементов не ме

няет вида Zj (р) . Для существенного изменения свойств 
этой цепи новые элементы следует подключать к ней 
параллельно. 



Найдем:  

о) 'i о) o-----rJr,-.,..:.с-оо---...1 :'-I�--}. 
те, о-_______ ... ::.с_l _ _  I�' _ _  Jc" 

Рис. 2.17 

У i (Р) = I /Zi (р) ; 1 
Yi (р) =-----

ri + [ l /pCi)] 
(2 . 18) 

При параллельном соединении нескольких таких цепей, учитывая ,  
что 'i может быть равно нулю, а Ci - бесконечности , получаем схему 
(рис . 2 . 1 7 ,  6) - второй вид канонической схемы для двухполюсников 
гС. Проводимость такого двухполюсника 

; = n  1 ,., A i Р У (Р) = - + РСОО + / . (2 . 19) го 7::, P -Pi 

где A i = I Iri; Р; = - 1 I(г; С;} . 
ДЛЯ схемы, приведенной на рис. 2 . 1 8, а, имеем: 

1 
Z (Р) = -----1.,--

pC1+------------
1 

Гl +
-----
pC2 + ---' 1 

Г2 + -

(2 . 20) 

Эта схема является третьим видом канонической схемы двухполюс
ника гС. Каноническая схема четвертого вида двухполюсника гС при
ведена на рис. 2 . 1 8, б. Для нее 

1 1 У (Р) = - + ---,,-------:---Гl + 1 
- + ----Г2 1 

----::'.- + ' " 
РС2 

(2 .21 ) 

Двухполюсники rL. Допустим, что необходимо построить двухпо
люсник, изменение модуля сопротивления которого с частотой соответ
ствовало бы кривой 1 ,  приведенной на рис. 2 . 19 ,  а. Поскольку сопро
тивление с увеличением частоты должно возрастать, в качестве простей
шего приближенного решения можно выбрать одноэлементный двух
полюсник - катушку индуктивности . Зависимость ее сопротивления 
от частоты характеризуется прямой 2. Заданная и полученная зависи
мости совпадают в одной точке (на частоте (i)l) ' 
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a)ol--_I-I� 1 d 1 - - - � 

o __ I+.-Сf __ I+.-СZ-_I+.-СЗ --� 

O) IZI 
Rz 

о 

с z С П  2", 1 1 2 r'_��-4_rn_--J 
Рис. 2. 18 

Рис. 2. 19 

а) 

Рис. 2.20 

Рассуждая так же как и при рассмотрении двухполюсников гС, 
придем к выводу о необходимости усложнения схемы для более точного 
воспроизведения заданной зависимости IZ (ro)1 (рис. 2. 1 9, б) . Зависи
мость модуля ее сопротивления от частоты приведена на рис. 2. 19, а, 
кривая 3. 

Зависимость модуля сопротивления от частоты трехэлементного 
двухполюсника (рис. 2. 19,  в) , элементы которого удовлетворяют соот
ношениям: 

совпадает с заданной в трех точках . 
При построении схем многоэлементных двухполюсников удобно 

пользоваться каноническими схемами. 
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Для схемы (рис. 2 .20, а) : 
I У ;  (Р) = - + --Г; p Li 

I 
Zi (р) =-----

( l /ri) + ( I / (р LдJ 
Г; Р A i P  

P -Pi 



а) 
r" 

aJ §) D--+ __ ....-...... � ---
---

L� ) LO J '"  ' �  'n 

Рис. 2.21 Рис. 2.22 

Для сложной цепи, образованной последовательным соединением 
простейших схем (рис. 2 .20, б) , имеем: 

i = n  

'" 
А · р 

Z (p) = ro + pLoo + .. • , 
i =  1 р -р; 

где А ;  = 'i ;  Р; = - ,;IL i · 
Для схемы (рис. 2. 2 1 ,  а) : 

Zi (р) = ri + pLi ;  
1 1 /  L i У i (р) = --- -----'--=-- -

'i + pLi p + (ri/Li) 

Для схемы (рис. 2 .2 1 ,  б) : 

1 У (р) = - +  го 

r де А i = 1 1 L i ;  Р i = - r J L i '  

1 
pLo 

l = n  

� А ·  + 
. 

р - р . '  i= 1 1 

(2 . 22) 

(2 .23) 

Двухполюсники LC. Рассмотрим схему, образованную элементами 
Li и С; (рис. 2 .22, а) . Для нее: 

Zi (P) = pL i + [ 1 /(pCi) ] ;  
1 1 / (Li р) У ;  (р) = - --�...:....:...- -

pLi + / 1 /(pCi)] р2 +  / 1 /(Li Ci)] 

Для схемы (рис. 2.22, б) : 
l = n  

У (Р) = РСоо + + + � р о i =  1 
1 1 

где Ai = - ; р; = ± j -:--;:===-
Li  VLi С; 

ДЛЯ схемы (рис. 2.23, а) : 
У; (p) = pCi + / l /(pLi)] ; 

Ai P 

1 l /(Ci р) Ai Р 
Z (р) =------ -- -pC,+[ I/(pLi)} p2+ [ I /(L i  Сй} р2-р1 

(2 .24) 
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Рис. 2.23 

I 
I 
I 

Рис. 2.24 

Для схемы (рис. 2 .23, б) : 

I 
l (p) = pLoo + + 

рСо 
i = n  
'" А · р + ... 2 _

' 2 ' 
i =  1 Р Р ; 

(2 . 25) 

I 
где Ai = - ;  Pi = ± j ----

С; V--Li С; 
Двухполюсники r, L, с. Рас

смотрим простейшую цепь с эле
ментами 'i , Li , С; (рис. 2 .24) . 

Для этой цепи: 
I 

li (p) = ri + pLi + -
рС; 

где Pil И Pi2 - корн и  уравнен и я ;  

Г ·  I 
р2 +_' р + --- .= о . L ,· L ·  С · r , 

Операторную проводимость можно разложить на простые дроби: 
Ai1 A i2 Yi (р) = + -=--

P - Pil P - Pi2 

Однако этим слагаемым не соответствуют реальные параллельные 
ветви . Поэтому говорят, что у цепей rLC нет канонических схем , по
скольку здесь нарушено соответствие между простейшими слагаемыми 
у (р) или [Z (р) ! и ветвями (частями) схемы. 

2.9. СВОйСТВА ФУНКЦИЙ 
ВХОДНЫХ СОПРОТИВЛЕНИй (ПРОВОДИМОСТЕЙ) 

ПАССИВНЫХ ДВУХПОЛЮСНИКОВ 

При разработке и совершенствовании систем телемеханики и связи 
очень часто приходится создавать электрические цепи с заданными 
свойствами. Свойства пассивной двухполюсной цепи полностью опре
деляются зависимостью ее входного сопротивления или входной прово
димости от частоты (о (или параметра р) . При синтезе цепи очень важ
ным является вопрос: какими могут быть и какими не могут быть функ
ции Z (р) или У (р) . Если по этим функциям можно построить соответ
ствующую электрическую цепь, то их называют Ф и з и ч е с к и р е-
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а л и з у е м ы м и .  Все формулы, определяющие Z (р) или У (р) кано
нических схем, представляют собой физически реализуемые функции. 

Если в любом из выражений (2. 17) , (2.22) или (2.25) выполнить 
сложение, то получим выражение для входного сопротивления двухпо
люсника в операторной форме в виде рациональной дроби, т. е. дроби, 
в числителе и знаменателе которой стоят многочлены: 

Аn рn + Аn - 1  рn - 1  + . . .  + А1 Р + Ао Z (р) = ----:..:....-�------

Вт рm + Вm _ 1 рm - 1  + . . .  + В1 Р + Во 
р (р) 
R (р) 

(2 .26) 

Можно утверждать, что реализуемая функция сопротивления обя
зательно должна иметь вид рациональной дроби. Это же можно сказать 
и о реализуемых фУНКIlИЯХ проводимости. 

Заметим, что величина Z (Р)Р=оо = (Аn/вm)рn- m  представляет со
бой сопротивление цепи токам весьма высоких частот. Сопротивле
ние реальной цепи токам высоких частот может быть активным. 
Активное сопротивление представляется вещественным числом и не за
висит от р.  Это имеет место при n = m. У сопротивления может быть 
индуктивный характер и вид Lp. Для таких цепей n - т = 1 и 

Аn Z (р)р_оо = в;;: р .  

Наконец. сопротивление Z (р) в области высоких частот может но
сить емкостный характер и иметь вид l I(Cp) . Для таких цепей n -m ,= 
= - 1 и 

Аn I Z (р)р=оо = 
Вт Р 

Изложенное позволяет сделать такой вывод: рациональные дроби 
Р (p)/Q (р) , выражающие зависимости входных сопротивлений и про
водимостей от параметра р, должны иметь в числителе и знаменателе 
многочлеНЫ,степени которых могут отличаться не более чем на еди
НI'Ilу. 

Имея в виду, что Z (р) р_о является сопротивлением двухполюсника 
токам весьма низких частот, придем к выводу, что и наинизшие 
степени р, входящие в многочлены Р (р) и Q (р) , не могут отличаться 
друг от друга более чем на единицу. 

К оэффициенты А i И В i многочленов представляют собой произве
дение параметров r, L ,  С и поэтому должны быть вещественными и по
ложительными . Многочлены в числителе и знаменателе рациональной 
дроби (2 .26) можно представить в виде произведения множителей вида 
(р - р;) , где Pi - корни многочленов Р (р) и Q (р) : 

Значения переменного р, соответствующие корням многочлена Р (р) , 
обращают Z (р) в нуль, их называют н у л я м и Ф у н к Ц и и Z (р) . 
При значениях р, соответствующих корням Q (р) , Z (р) становится неог
раниченно большим . Корни многочлена Q (р) называют п о л ю с а м и 
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ф у н к Ц и и Z (р) . Корни Pi, как мы убедились при рассмотрен ии 
канонических схем, могут быть вещественными отрицательными, 
попарно комплексно-сопряженными с отрицательной вещественной 
частью и мнимыми попарно сопряженными. 

Нули и полюсы функции входного сопротивления должны иметь от
рицательную вещественную часть. Собственные колебания в цепи долж
ны быть затухающими . Эти два требования эквивалентны. В крайнем 
случае, когда все Г! = О, в чисто реактивной цепи нули и полюсы мо
гут быть мнимыми, попарно сопряженными. 

Обобщая требования, предъявляемые к нулям и полюсам функции 
Z (р) , говорят, что нули и полюсы Z (Р) должны лежать в левой полу
плоскости комплексного переменного р. 

Совокупность отмеченных условий, которым должна удовлетворять 
функция Z (Р) реальной цепи, называют у с л о в и я м и ф и  з и
ч е с к о й р е а л и з у е м о с т и Z (Р) в виде пассивной цепи. 

Все сказанное о функции Z (Р) в равной степени относится и к функ
ции У (р) . 

2. 1 0. ПРИЕМЫ ПОСТРОЕНИЯ СХЕМЫ ДВУХПОЛЮСНИКА 
ПО ЗАДАННОй Функции Z(p) ИЛИ У(р) 

Если удовлетворяющая условиям физической реализуемости и в то 
же время достаточно сложная функция Z (Р) задана выражением 
(2.26) , то по ней нельзя сразу составить схему двухполюсника с соот
ветствующим сопротивлением. Существует ряд способов, основываю
щихся на таком преобразовании выражения Z (р) , после которого со
ставление схемы становится возможным. Наиболее распространенным 
способом является представление Z (Р) в виде суммы достаточно про
стых слагаемых ,  по каждому из которых можно составить схему про
стой цепи . Простые слагаемые выделяются при этом делением и разло
жением правильных дробей на простейшие, затем все построенные 
цепи соединяют последовательно. Кроме того, заданную рациональ
ную дробь можно представить в виде цепной дроби. В этом случае схе
ма двухполюсника получается в виде цепочки, содержащей чередую
щиеся последовательные и параллельные ветви. Функцию У (Р) = 

= l /Z (Р) можно разложить на простые слагаемые. В этом случае схема 
двухполюсника получается параллельным соединением простых вет
вей. Наконец, функцию У (Р) можно разложить в цепную дробь. 

Таким образом, по заданной функции Z (p) в общем случае 
можно построить четыре различные схемы двухполюсников с оди
наковой зависимостью сопротивления от частоты. Такие двухпо
люсники называют э к в и в а л е н т н ы м и. 

Наиболее четкое соответствие между отдельными частям и вы
ражений Z (р) или У (р) и ,тементами схем двухполюсников полу
чается у двухполюсников, содержащих элементы в каких-либо 
двух сочетаниях: гС, rL, LC, т. е. имеющих канонические схемы. 
При этом синтез двухполюсной цепи указанными выше способами 
приводит к каноническим схемам (см. § 6.5) . 
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Пусть функция 
ния некоторого 
Z. (р) = P(p) /Q (p) . 

сопротивле
двуполюсника 
Очевидно, что 

можно построить двухполюсник 
с сопротивлением Z2 (р) = Q (р) / 
/Р (р) . Произведение сопротивле
ний этих двухполюсников не за
висит от частоты: Z. (P) Z2 (P) = 1 .  

Рис. 2.25 

Такие два двухполюсника с сопротивлениями Z. (р) и Z2 (р) 
называют в з а и м о о б Р а т н ы м и. Они имеют взаимообратные 
свойства :  если, например, при некотором Р. сопротивление 
Z. (р) -+О, ТО Z2 (р) -+оо, И наоборот. 

Теория двухполюсников гС, rL, LC и rLC предоставляет широ
кие возможности по получению разнообразных зависимостей со
противления (проводимости ) от частоты. Последние необходимы 
при построении цепей для форм ирования сигналов и отделения 
их друг от друга. 

При использовании для этих целей двухполюсной цепи под 
входным сигналом понимают подводимое к цепи напряжение, а под 
выходным - возникающий в ней ток или наоборот. Если это не
удобно и желательно входной и выходной сигналы представлять 
напряжением, следует перейти к четырехполюсной схеме (рис. 2.25) , 
где r4;:. I Z (ro) 1 .  

Тогда i1 (ro) � (;1 (ro)/Z (<О) ; (;2 (00) = ri1 (00) = ki1 (00) . 
Примерами таких преобразующих сигналы простейших схем могут 

служить схемы интегрирующих и дифференцирующих цепей (см. рис. 
1 . 1 3. а и б). 

Большие возможности открываются при соединении двухполюсни
ков в более сложные четырехполюсные схемы, что рассматривается да
лее. 

2.1 1 .  УРАВНЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОй ЦЕПИ 
КАК ЧЕТЫРЕХIПОЛЮСНИКА. 

СХЕМЫ ЗАМЕЩЕНИЯ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

Двухполюсная цепь характеризуется входным сопротивлением или 
входной проводимостью, устанавливающими связь между напряжени
ем и током на ее входе: 

iJ = zj; i = УИ. 

у двухполюсника две характеристики , соответствующие двум воз
можным способам их соединения: последовательному Z и параллельно
му У. 

Четырехполюсную цепь с двумя входами (или входом и выходом) . . 

следуt:т х�рактеризовать связями между напряжениями и1 и и2 И то-
ками /1 и /2 (см. рис. 2 . 1 4, б) . Эти связи можно представлять различным 
образом в зависимости от того, какие две из величин {j 1. (;2' i1• i 2 за
даны и какие две подлежат определению. 
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Число различных форм связей (характеристик) у четырехполюсни
ка C� = 6 .  Этому числу характеристик соответствует и возможное 
число соединений четырехполюсников. 

Уравнения с параметрами z. Д�)Пуст,:,м, '!то заданы токи i 1 И i 2' 
требуется определить напряжения и 1 и U 2' Если схема разветвленной 
цепи, рассматриваемой как четырехполюсник, известна, для нее мож
но составить систему ура�нени� узловых напряжений и решить их от
носительно напряжений и1 и и2: 

где 

. Лll • Л21 • U1 = --:1 11 + т 12; 

. Л12 • Л22 • и2 = ---;: 11 + --:1 12 ' 
( 2 . 27) 

л - определитель матрицы проводимости короткого замыканин 
цепи ;  

Лll и Л12 - его алгебраические дополнения .  

Коэффициенты при токах - суть сопротивления, поэтому уравне
ния (2 .27) можно записать в виде: 

Ut =Zl1 i1 + Z12 i2 ; 

U2 = Z21 i1 + Z22 i2 , 
(2 . 28) 

где Zll - входное сопротивление четырехполюсника , измеренное со 
стороны входа 1 при разомкнутом входе 2; 

Z22 - входное сопротивление четырехполюсника , измеренное со 
стороны входа 2 при разомкнутом входе 1 ;  

Z12 ' Z21 - сопротивления  передачи . измеренные при размыкании обоих 
входов . 

Уравнения (2.28) называют у р а в н е н и я м и ч е т ы р е х-
n о л ю с н и к а. Все вместе сопротивления Zij принято называть с о
п р о т и в л е н и я м и, или п а р  а м е т р а м и ,  холостого хода че
тырехполюсника. Вид уравнений (2 .28) определен тем, что в цепи, 
представленной четырехполюсником, рассматриваются только два 
входа и число уравнений здесь не зависит от сложности цепи.  Послед
няя влияет на порядок определителя � и его алгебраических дополне
ний, определяющих коэффициенты ZiJ'. 

Уравнения четырехполюсника (2 .28) можно рассматривать как 
уравнения контурных токов некоторой двухконтурной цепи , характе
ризуемой такими же связями между напряжением и током на двух сво
их входах,  как и представленная в виде четырехполюсника исходная 
разветвленная цепь. 

Представленная четырехполюсником цепь, содержащая TOJlbKO пас
сивные элементы, обладает свойством обратимости , или взаимности. 
В этом случае Z12 = Z21, а четырехполюсник называют о б Р а т и
м ы м, или в з а и м н ы м. Из четырех параметров обратимого четырех
полюсника три независимых. 

Схему двухконтурной цепи, соответствующую уравнениям обрати
мого четырехполюсника (рис. 2.26, а) , называют с х е м о й з а м е
Щ е н и я Т -обратимого четырехполюсника_ Она содержит три сопро-
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тивлеНIfЯ. которые однозначно определяются тремя независимыми па 
раметрами четырехполюсника. Четырехполюсник называют с и м м е т
р И Ч н ы м .  если равны его входные сопротивлени я  Zll и ZZ2' Из четы
рех параметров Zll' Z12' ZZI' Z22 У симметричного обратимого четырех
полюсника независимыми являются только два, другие два устанавли
ваются из соотношений: Z12 = Z21 И Zll = ZZ2 '  

Для всякой сложной разветвленной обратимой цепи , рассматрива
емой со стороны двух ее входов, можно построить схему замещения Т, 
если измерить предварительно сопротивления Zll' Z22 и Z12' 

Связи между напряжениями и токами (2.28) можно рассматривать 
как уравнения двухконтурной цепи. Ее схема (рис.  2 .26, б) содержит 
два зависимых источника напряжения и может служить схемой заме
щения обратимого (при Z12 = Z21) и необратимого (Z12 =1= Z21) четырех
полюсников. Этим же уравнениям удовлетворяет третий вариант схе
мы замещения четырехполюсника (рис. 2 .26, в) . 

Уравнения четырехполюсника (2 .28) в матричной форме: 

(2. 29� 

или 
ф) = (Z) И .  

Матрицу (Z) =( Zl1 Z12 ) называют м а т р и Ц е й с о п р о  т и в -Z21 Z22 
л е н и я  х О Л О с т о г о  х о д а  ч е т ы р е х п о л ю с н и к а  
!сравните с выражением (2 .7) 1 .  

Уравнения с параметрами У. Уравнения четырехполюсника (2.28} 
можно решить относительно токов 11 и 12: 

(2 .ЗО) 
где il - определитель, составленный из коэффициентов системы уравнений (2 .28). 

Обозначим 
Z22 Z12 Z2 1 Zll ---;\ = Yl1 ; ----;\' = У12 ; - T = Y 21 ; � = У22 (2 .3 1 )  

и перепишем уравнения четырехполюсника, решенные относительно 
токов, в виде: , 

(2 . 32) 
где Ун - вХодная проводимость четырехполюсника , измеренная на 

входе при закороченном выходе; 
У22 - входная проводимость, измеренная на выходе при закоро

ченном входе; Уа и У21 - проводимости передачи , измеренные при закороченных вхо
дах ,  

Это уравнения четырехполюсника второй формы. Они удобны, ес
ли заданы напряжения и определяются токи . 

Уравнения (2.32) можно рассматривать как уравнения узловых на
пряжений цепи с двумя узлами. Для обратимого четырехполюсника 
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_. -- --и, � Z'2. (ZZ1 ZrzJi, �Uг Ut J '1,1+ У,г Угг+Утг 
(УZ'+У7zIЦ 

�иг 
Рис. 2.26 Рис. 2.27 

У 1 2  = У 21 ' Соответствующая уравнениям (2 . 32) обратимого четырехпо
люсника схема цепи с двумя узлами приведена на рис. 2 .27, а. Эта 
схема замещения П-обратимого четырехполюсника. Входные прово
димости короткого замыкания У 11 И У 22  симметричного четырех
полюсника равны. Таким образом, у обратимого симметричного четы
рехполюсника независимы два параметра: входная проводимость и 
проводимость передачи. Два других параметра определяют из соотно
шений: Уа = у 21 И Ун = У 22 ' обусловленных обратимостью и сим
метрией четырехполюсника. 

Два варианта двухузловых схем, соответствующих уравнениям 
(2. 32), с зависимыми источниками тока приведены на рис .  2 . 27 ,  б и в. 
Уравнения (2. 32) в матричной форме: 

(2 . 33) 

или 
(i) = ( У) (И) . 

Матрицу ( Yll У12 ) называют м а т р и Ц е й п р о  в о Д и м о с т е й 
\ У2) У22 

К О Р О Т К О Г О З а м ы к а н и я ч е т ы р е х п о л ю с н и к а .  

Смешанные формы уравнений четырехполюсника. Рассмотренные 

две формы уравнений четырехполюсника выражают напряжения через 

токи и наоборот. Возможны другие их  формы, когда одно из напря

жений и один из  токов определяют через оставшиеся напряженчя. и 

ток . Так, например , решив первое уравнеl!ие (2 . 32) относительно и1, 
а второе уравнение (2 .28) - относительно /2' получим: 

(2 .34) 
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Обозначим 

тогда 

й} = НН i1 + H1� и2; 
l� = H!l i1 + H22 и2 • 

(2 . 35) 

(2 . 36) 

Это уравнения четырехполюсника смешанной формы . 
Здесь НН - входное сопротивление, измеренное на входе прн закоро , 

ченном выходе; -
Н22 - выходная проводимость, измеренная на выходе при разомк, 

нутом входе; 
На И Н21 - коэффициенты трансформации ,  равные соответственно от· 

ношению напряжений U1 к и2 при холостом ходе на входе 
или отношению токов l� к i1 прн коротком замыка ннн 
выхода. 

Для обратимого четырехполюсника Н12 = - Н21• Действительно, 
И3 соотношений (2 .31) между сопротивлениями холостого хода и про
водимостями короткого замыкания следует, что 

Связь между напряжениями и токами, обеспечивающую выполне
ние требования u/и2 = - /2//1' обеспечивает трансформатор с коэф
фициентом трансформации iJiiJ1 = n = I1H12. 

Уравнениям (2.36) соответствует схема простой обратимой четырех
полюсной цепи (рис . 2 .28, а) . Как и ранее рассмотренные схемы заме
щения ,  она характеризуется тремя независимыми параметрами. Точка 
у обмотки трансформатора отмечает ее начало. Соответс.твующая урав
нениям (2.36) схема замещения необратимого четырехполюсника при
ведена на рис. 2.28, б. 

Еще одна смешанная форма уравнений четырехполюсника получа
ется при решении их  относителЬНО !1 и U2• ИЗ первого уравнения (2. 28) 
и второго (2.31)  

Обозначим 

Z12 
- - - - р . z - 12 , 

11 

и перепишем уравнения в виде: 

{l c,� Рl1 и1 + РlS i2 ; 
и2 = Р21 и1 + Р22 l� . 

(2 .37) 

(2 .38) 

(2 .39) 
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Рис. 2.28 Рис. 2.29 

Fп - входная проводимость на входе '1етырех полюсни ка при 
холостом ходе на его выходе; 

Р" - входное СОПРОТИВJIение на выходе '1етырехполюсннка 
. . при замкнутом его входе; 

Р12 = /1//2 - отношение токов при замкнутом входе '1етырехполюс
ника;  

Р'и = И2/И1 - отношение напряжений при разомкнутом выходе '1е
тырехполюсника.  

Так как Z12!Zll = - У12!У22' то Р12 = -Р21 - есть коэффициент 
I'рансформации.  

Уравнениям (2 .29) соответствует схема замещения обра1'ИМОГО че
-тырехполюсника (рис. 2 .29, а) . Схема замещения необратимого четырех
полюсника приведена на рис. 2.29. б. 

2. 1 2. УРАВНЕНИЯ ПЕРЕДАЧИ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКА 

Четыре рассмотренные формы уравнений четырехполюсника отно
силясь к четырехполюсной цепи ,  имеющей как бы два входа . Это под
черкивалось направлением стрелок тока на рис. 2. 1 4, 8 и последующих. 
Теперь будем считать, что рассматриваемая четыреХПОЛlOCная цепь 
представляет собой промежуточное звено в какой-то системе передачи 
электрической энергии и имеет вход (зажимы 1) и выход (зажимы 2) . 
Направления  токов при этом принято обозначать стрелками.  как на 
рис. 2 . 1 4 , г. Разумеется, и в этом случае могут быть применены все рас
смотренные ранее формы уравнений четырехполюсн�ка и схемы заме
щения только с учетом изменения направления тока '2 '  

В дальнейшем в зависимости от удобства будут использованы оба 
направления тока i 2' однако следует иметь в виду. что при одинако
вом направлении  токов i1 И i2 напряжение и2 = ZH/2' а при противо
положных и2 = - Zи/2' где ZH - сопротивление нагрузки . 

Необходимо отметить, что при решении задачи о передаче энер
гии от входа четырехполюсника к его выходу наиболее удобны уравне-
ния четырехполюсника, решенные относительно и1 и /1' 
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Используя BT�Poe уравнение (2 . 3 1 )  и второе уравнение (2. 28) и из
меняя знак тока 12 на обратный, получим: 

. у 22 • 1 .  
lJ1 = - -- U2 - - 1 2 ;  

у 2 1  У 2] 
(2 . 40) 

Принято обозначать: 

_ У22 = А -
Y2J ' 

• 1 • Z22 • 

/1 = - и2 + --/2 ' 
Z2] Z2 1 

1 
-- = с ;  l2 1 

Уравнения (2. 40) при этом запишутся в виде: 

U1 = A U2 + Bi2 ; 

/; = CUz + D12 , 

(2 .4 J )  

(2 . 42) 

еде А =  Uj/L'2 - величин а ,  обратн ая коэффициенту трансформации по на ·  
пр яжению при разомкнутых зажимах 2; 

В =  Ut! j2 - величина ,  обратная У21 - проводимости передачи при 
замкн утых за жимах 2; 

С = il/Li� - величина , обратн ая l2] - сопротивлению передачи при 
разомкнутых зажимах 2; 

LI= ii/2 - величина ,  обратн ая коэффициенту трансФормации по току 
при закороченных зажимах 2. 

У всякого обратимого четырехполюсника из четырех параметров 
неза висимыми являются только три .  

Заметим, что при разомкнутых зажимах 2 ток i 2 = О И уравнения 
(2 .42) приобретают вид: 

И ; = Аи2; i ;+ cU2 • 
При коротком замыкании зажимов 2 напряжение и 2 = О И И! 

= Bi 2; i'i = Di 2' 
Если при холостом ходе на выходе четырехполюсника н апряжение 

(j ; ,  приложенное к �ыxoдy системы, вызвало на ее входе ток i! , а на  
выходе напряжение и2 и если при коротком замыкании выхода для по
лучени я  тока i 2 необходимо иметь на входе напряжение l/i и ток i ;  . 

то, для того чтобы н а  выходе четырехполюсника одновременно были 
ток i 2 И напряжение fJ 2' следует к его входу приложить напряжение 

• ° 1  . " • • 
и] = и] + и! = AU2 + BI2 •  

Общий ток н а  входе при этом 

i1 =/� + i �  = CU2 +Di2 . 
Таким образом, рабочий режим четырехполюсника, выражаемый 

уравнен иями (2.42) ,  можно рассматривать как наложение двух ре
жимов: холостого хода и короткого замыкания .  
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Рис. 2.30 

Для установлени я  связи между параметрами А ,  В,  С и D ,  выража
ющей свойства обратимости. изменим направление передачи. Пред-
ставим (; 2 И j 2 как функции V 1 И j l '  для чего решим систему уравне
ний (2 . 42) относительно (;2 И i 2: 

- СИ1 + М. 
AD -BC 

При коротком замыкании входных зажимов (рис. 2 .30, а) 
. - Bi2 

И 2 = -AD---B
-=-

C . 
(2 . 4:1) 

Но при пр ямом направлении передачи и замыкании выходных за
жимов (рис.  2 . 30 ,  б) 

Иl = Bi2 . (2 . 44) 
По теореме обратимости при равных напряжениях И1 и И 2 токи 

должны быть одинаковыми . Сопоставляя выражени я  (2 . 43) и (2 .44) ,  
можно видеть, что теорема обратимости выполняется, если 

AD -· В С = l .  (2 . 45) 
дл я обратимого четырехполюсника, коэффициенты А ,  В .  С и D ко

торого связаны соотношением (2 . 45) , уравнения обратной передачи: 

u2 =пи1 - вil ;  

I� = - CU1 -i- Ai1 .  
(2 . 46) 

Если не учитывать знак минус, появившийся здесь вследствие выбо
ра напра вления  тока противоположным направлению передачи, то 
уравнения (2. 46) подобны уравнениям (2 . 42) , только коэффициенты 
А и D поменялись местами . 

Если четырехполюсник симметричен , условия передачи энергии н е  
должны зависеть от ее направления .  И з  этого следует, что в симмет
ричном четырехполюснике А = D .  

Уравнени я  передачи четырехполюсника ,  как и все другие формы 
уравнений ,  содержат в общем случае четыре коэффициента , причем для 
обратимых четырехполюсников коэффициенты уравнений связаны меж
ду собой соотношением (2 .45) . Из четырех коэффициентов обратимого 
четырехполюсника пезависимыми являются только три ,  при обратимо
сти и симметрии - два . Уравнения  передачи четырехполюсника нахо
дят широкое применение при решении задач передачи электрической 
энергии.  
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2.1 3. НАПРАВЛЕНИЯ ПРАКТИЧЕСКОГО ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 
ТЕОРИИ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКА 

Теорию четырехполюсника успешно применяют при решении задач 
разных типов, например при а н а л и з е с в о й с т в с л о ж н ы х 
р а з  в е т в л е н н ы х э л е к т р и ч е с к и х ц е п  е й и э л е к
т р о н н ы х п р и  б о р о в: ламп ,  транзисторов и т. д. 

Обратимую электрическую цепь ,  использованную для передачи 
электри ческой энергии независимо от ее сложности , в общем случае 
можно охарактеризовать тремя параметрами (коэффициентами) , кото
рые определяют измерением или расчетом в режимах короткого замы
кания или холостого хода . Следовательно, любую сложную обратимую 
цепь можно заменить эквивалентной простой цепью, состоящей из трех 
элементов, для которой эти коэффициенты имеют те же значения ,  что 
и для сложной цепи . 

Необратимая четырехполюсная цепь характеризуется четырьмя не
зависимыми параметрами . Ее эквивалентные схемы состоят из четырех 
элементов и содержат зависимые источники . Схемы таки х  эквивалент
ных цепей , называемых с х е м а м и з а м е Щ е н и я ч е т ы р е х
п о л ю с н и к о в, были рассмотрены нами ранее. При этом отмеча
лось, что каждой форме уравнений четыреХПОЛЮСНИR.а соответствует 
определенная структура схемы замещения .  Для уравнений четырех по
люсника (2 .42) нет специальной соответствующей этой форме уравне
ний схемы замещени я .  При решении задач передачи электри ческой 
энергии ,  используя ура внения (2. 42) и им ЭКВlI валентные, рассматрива
емые далее, применяют все возможные схемы замещения ,  наиболее 
часто используют схемы Т и П (рис .  2 . 3 1 ) .  

Схемы замещения Т и П представляют собой схемы симметричных 
четырехполюсников, если в схеме Т будут равны сопротивления Zl и 
Z;! ,  а в схеме П _ .. сопротивления Z2 и Z ;j . 

Четырехполюсник называют у р а в н о в е ш е н н ы м ,  если паде
ния напряжения между его зажимами / · 8  и 2-4 равны по значению.  Схе
\4Ы замещения (см . рис.  2 . 3 1 )  можно сжлать уравновешенными,  если 
сопротивления Zl и Z ;, В схеме Т и Z I  R схеме П разделить на две рав
ные части и включить между заЖИма\lН 1-3 и 2-4 (рис .  2 . 32) . 

Параметры уравновешенного четыр�хполюсн ика не отличаются от 
параметров соответствующего ему неуравновешенного. Действительно, 
схемы . fJриведенные на рис. 2 . 3 1  и 2 . 32, содержат одно и то же число 
контуров и узлов с соответственно равными собственными и взаимными 
сопротивлениями и проводимостями.  

1, 1з Z, 0.52, D,5ZJ O, szt , J 3 , J I 3 

Zz Zz ZJ Zz Zz Z З  0,5Z t l,5Zз D.5Z, 
z If Z q t If Z If , , 

Рис. 2.3 1 Рис. 2.32 
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Теорию четыреХПО.1юсника используют для с о з Д а н и я 
э л е к т р и ч е с к и х ц е п  е й с о п р е Д е л е н н ы м и п е
р е Д а ю Щ и м и с в о й с т в а м и .  Последние задают в виде част
тотных зависимостей параметров, связывающих напряжения и токи ,  а 
по параметрам выбирают одну из рассмотренных ранее схем замеще
ния,  по которой и строят синтезирующую цепь.  

Во многих случаях сложные разветвленные цепи выгодно рас
сматривать как с о е Д и н е н н ы е м е ж Д у с о б о й р а з  л и ч
н Ы м и с п о с о б а м и ч е т ы р е х п о л ю с н ы е э л е м е н
т ы . Проведенное в § 2 . 1 1 -2 . 1 2  рассмотрение систем , параметров и 
схем замещения четырехполюсных цепей было ориентировано в основ
ном на использовании понятия четырехполюсника для отображения 
свойств ц�пей при их анализе. 

Для решения задач синтеза це,'1есообразно располагать как бы KaTR

логом схем четырехполюсников и их  параметров, Составлению такого 
каталога и посвящены § 2 . 1 4  и 2 . 1 5. 

2. 1 4. ПАРАМЕТРЫ СХЕМ ЗАМЕЩЕНИЯ 
ОБРАТИМЫХ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

Схема замещения Т. Составим для схемы (рис.  2 .33) уравнения че
тыреХI IOлюсника в форме (2 . 42) : 

U1 = А и2 + вi2 ; 

(1 =CU2+ Di2 , 

Выразим для этого напряжение (;} и ток i] через напряжение (;2 И 
ТОК j 2' Воспользуемся принципом наложения и рассмотрим в отдель
ности режимы холостого хода и короткого замыкания выходных зажи
мов. 

При холостом ходе, т. е. при  разомкнутых зажимах 3 и 4, напряже-
, , 

ние и; равно напряжению и 2 на  сопротивлени и  Z2 п.rlЮС падение на
пряжения на сопротивлении Zt. вызванное током в сопротивлении 22: 

Ток в сопротивлениях  ZI и Z2 одинаковый. Таким образом, 
. . 

I i  = U2/Z2 = СU2• 

При коротком замыкании (т. е. при зам�нутых накоротко зажимах 
3 и 4) ток i'i можно выразить суммой тока 12 и тока в сопротивлении 
Z2: 
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• 1, Z ,  ZJ 1, 
- ---

:и: CJ �C] �': Zz 

i, _ Z, 

. 
fIt 

Рис. 2.33 Рис. 2.34 

Напр яжеНИЕ; и! р авно сумме падений напр я жения на �опрот�вле
нии  Z.1 от тока 12 и н а  сопротивлении Zl от суммы токов /2 И Zз/2/Z2: 

и' " Z {. + z (1' + Zзi2 ) (z + z  ' ZIZ'I ) {. 81' 1 = з 2 1 2 -z; = ] 3 1  Z2'  2 = 2 ·  

При подключении к зажимам 3 и 4 цепи ,  комплекс сопротив.пения 
которой не равен бесконечности или нулю, между этими зажимами бу-
дет напряжение {; 2, а в присоединенной цепи начнет проходить ток i 2 '  

На основании принципа наложения  можно утверждать , что полные 
напряжения и ток на входе цепи iJ 1 И j 1 равны соответственно сумме 
и' и i ' при холостом ходе и {;1 и i'; при коротком замыкании зажимов 
3 и 4: 

. " . " 1 . ( Z3 ) . 11 = 1 1 + /l = - U2 + . 1 + -' (2 ' Z2 . Zz 

(2 . 47) 

Это и есть уравнение схемы замещени я  Т в форме уравнений (2. 42) . 
Здесь 

ZI ZI Z3 1 Z3 А = l  '-- - ' 8 =Z - I- Z + · C = - · D = l +· -' z ' 1 3 Z ' z '  Z · 
2 2 -2 2 

(2 . 48) 

Нетрудно проверить, что между коэффициентами А ,  В ,  е и D вы
полняется соотношение AD - Ее = 1 .  

Для получения  уравнения схемы Т в виде уравнений (2. 28) выразим 
напряжения  на входе и выходе цепи (;1 И (; 2 через токи i 1 И i 2 '  Поль
зуясь вторым уравнением (2 .47) и решая его относительно и 2 '  получим: 

U2 = Z2 1; - (Z2 + ZЗ) j2 ' 

Подставляя полученное значение U 2 В первое уравнение (2 .28) , най
дем: 

й1 = (ll + Z2) i1 -l2 i2 · 

Сравнивая полученные уравнения с уравнен иями (2 .28) и учитывая 
изменение напряжени я  тока i 2' найдем: 

(2 . 49) 
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Схема замещения n (рис. 2 . 34) . Составим для схемы П уравнения  
вида (2 . 42) , для чего р ассмотрим режимы холостого хода � короткого 
замыкания на выходе. При  холостом ходе напряжение и1 на входе 
равно сумме напряжения  U 2 и падения  напряжения на сопротивле
нии Z 1: 

. " и 2 (' ZI '
) 
. . 

U1 = U2 + Z1 - = 1 + - U2 = AU2 . ZЗ ZЗ !  
ТОК на входе равен сумме ТОКОВ в сопротивлениях Z;j и Z2: 

. , U2 1 (' Z\ ) . ( 1  1 Z\ ") ' . . ' 1 = - + - 1 + - Ut = - + - + -�- U2 = С U2 • Zз Z2 Z:I . , Z2 Zз 72 Zз ! 

При коротком замыкании 

И� =ZI '� = 8i2 ; i � = i2 + Z�:2 = ( 1 + �J '� = f)f� .  

Это уравнения  схемы П в форме уравнений (2 . 42) . 

A = ( I + _1 ; 8 = Z I ;  
! Z ) 
, ZЗ 

С =  - + - + -- ; И = 1 + - .  
( 1 1 Z] ) ( Z ,  ) 

Z2 Z:1 Z2 ZЗ , Z2 

Здес ь 

(2 . 50) 

(2 . 5 1 )  

Нетрудно проверить, что между коэффициентами А ,  В ,  С и D су
ществует соотношение АО - ве = 1 .  

Представим уравнения схемы П в виде уравнений (2. 3 1 ) .  Вос/юль
зуемся первым уравнением (2 .50) . Решая его относительно i 2 .  полу
чим: 

. 1 .  2) + Z:J ' 
'2 = - И, - U2 • Z1 ZI Zз 

Подставляя полученное значение i 2 во второе уравнение (2 .50) . 
найдем: 

. ZI + 2з , 1 .  
'1  = U1 ---u2 · Z) ZЗ ZI 

Если воспользоваться вместо сопротивлений Zl' Z2' Zз схемы П об
ратными величинами - проводимостями Уl ' У 2' У ;j , то полученные 
уравнения можно представить так:  
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Отсюда . учитывая изменения  направления  тока i 2 '  найдем, что 
Т'1l = (Yl + Т'2) ; Т'12 С= Т'21 = - Т'1; ['22 = (Yl + Y:I) ' (2 . 52) 

Рассмотренные формы уравнений схем Т и П позволяют подбирать 
значения  сопротивлений Zl ' Z2 и Zз, образующих схему , так , чтобы 
схема замещения  оказалась эквивалентной заданному четырехполюс
нику . для которого измерени ями может быть установлено необходи- . 
мое число каких-либо его параметров. Для построени я  эквивалентной 
схемы используют ту форму уравнени й  и групп параlViетров, для кото
рых соответствующие параметры четырехполюсника легче всего опре
деляются экспериментально. П усть, например , дл я н екоторого четы
рехполюсника легче всего измерить Zll' Z22 и Z12. при холостом ходе. 
В этом случае для построения схемы замещени я  Т на основании соот
ношений (2. 43) достаточно определить: 

ZI = Z1 \ -ZI2;  ZЗ = Z22 - Z21; Z2 =Z21 = ZI2 ' 

Параметры четырехполюсников удобно сводить в матрицы .  
схемы замещения Т мы определили две матрицы :  матрицу (А ) 

'А 
В
) 

(A ) = (C D
= 

( 1 + Ь) (z [ + Z3 + ZI Z3 ') 
Z2 Z2 ' 

I ( Z
з ) - 1 + -

Z2 ' Z2, 

и матрицу (Z) � матрицу сопротивлений холостого хода : 

(Z) = (' 21 1  Z12 ') 
= ( 2[ +22) 22 ) . 

,221 Z22/ . Z2 (Z2+ Z:I) 

ДЛЯ схемы замещения  П имеем матрицу (А) :  

2 '. ( 1 + 2: ) А 
В (А )  = ( )= 

С D 

Для 

(2 . 53) 

(2 . 54; 

(2 , 55� 

и матрицу (У) � матрицу проводимостей короткого замыкания :  

(_1 +_1 ) ZI Z2/ 
Z. 

" 1 1 , - - ( - + -) ZI , 2. Z3' 

(2 . 56) 

Симм етричн ые схемы замещения Т и n (рис. 2 , 35) . Каждую из схем 
можно р ассматривать, как составленную и х  двух частей, называемых 
схемами Г . Согласно соотношениям (2. 47) и (2 . 50) уравнения  симмет-
ричных схем примут вид: для схемы Т 

. 

и . =  I t -- l!2 + Z1 I + �  12 ; . ( Z . ) . ( ZI )' . 

2Z2 ,
4Z2 (2 . 57) 
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для схемы П 

(2. 58) 

Матрицы (А)  дЛЯ этих двух схем соответственно будут: 

(2.59) 

(2 .60) 

Для симметричных схем замещения ,  как для всякого симметрично
го четырехполюсника, А = D ;  при этом для обратимых четырехполюс
ников между коэффициентами существует соотношение 

А2 _ВС = 1 .  
Таким образом, симметри чные схемы замещения K a l< обратимые СИМ

метричные четырехполюсники характеризуются двумя независимыми 
коэффициентами . 

Схема r. Рассмотрим уравнения и параметры п оловины симметрич
ных схем Т и П (рис. 2 . 36) . Для этой половины можно сразу на писать: 

0,5 Z 1  0,51, 

Z2 

Рис. 2.35 
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. • 

1, ОД, lt а} i, Z/ iz - -
о .. , J "о 

v, иг ZZz t у, • riz 
о о 

Рис. 2.36 

Отсюда 

(г 

Вг

) = 
СГ Dr 

2Z2 

5} • 
r, 1z - -

• у, Zz 

Рис. 2.37 

.ь.. 
2 

( 1 +Ь-) , 4Z2 

� • jz 1, - -

• Vz • и, . Oz 

(2 . 6 1 ) 

Неполные четырехполюсники. Иногда бывает полезно оциночные 
ветви и элементы сложной цепи рассматривать как отдельные четырех
полюсники. Схемы таких четырехполюсников, называемых неполными, 
приведены на рис. 2.37 .  Например , д.!ш четырехполюсника (рис. 2.37 , а) 
можно составить уравнения как для неполного четырехполюсника : 

U1 = U? + Zl i2 ; i1 =i2 • 
Отсюда 

(2 . О2} 

Непосредственно из схемы видно, что с учетом изменения направле
ния i2 

- -

С'Н �::)= 
ZI ZI 1 2 . Ii:{} 

у 21 1 1 
ZI ZJ 

Сопротивления холостого хода бесконечно велики, поэтому говорят, 
что матрицы (Z) дЛЯ схемы, приведенной на рис. 2.37 , а ,  не существует. 

Уравнения для схемы , приведенной на рис. 2.37 ,  б. имеют вид: 

Следовател ьно. 

и 

• . . 1 .  . 
и1 = и2 ;  / 1  = - U2 + /2 •  (2 .64) 

Z2 

(2 . 65) 
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Все проводимости короткого замыкания равны нулю. Матрицы 
( У) не существует. 

Четырехполюсник скрещивания.  При представлении сложных 
схем соединениями четырехполюсников бывает полезно в качестве от
дельного четырехполюсника рассматривать скрещение соединительных 
проводов (рис . 2.37 ,  в) . Для него 

0. = -v2; 1.= -/2 . -1) О 
. (2 . 66) 

Четырехполюсник мостовой схем ы. В различного рода устройствах 
телемеханики и связи часто встречается схема симметричного моста 
(рис. 2 .38, а) , используемая как передающий элемент с определенными 
свойствами .  

Рассмотрим параметры этой схемы как параметры четырехполюсни
ка . Легче всего для схемы моста определить сопротивления холостого 
хода . Входное сопротивление при холостом ходе 

ZI I =0 , 5  (Zl +Z2) ' 

Поскольку схема симметрична,  Z22 = Zll .  Для определения Z1 2 = 

= Z21 В режиме холостого хода рассмотрим схему (рис. 2 .38, 6) . Най-
дем напряжение (;2 как разность напр яжений на зажимах 3 и 4: 

(j =Z2 · 0 ,5i2 -Z1 · О ,5i1 = 0 ,5 (Z2 -Z) ) ij • 
Отсюда 

Таким образом , 

(2 . 67) 

Переходный трансформатор как четырехполюсник. В технике силь
ных токов трансформаторы применяют для преобразования  перемен
ного тока напряжения одного значения в переменный ток напряжения 
другого значения для достижения максимального К .п .д. при неизмен-
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а) • 1 n =[jz/u, J iz о) 1 ZИJ J 6} 1 2r, сп 1, -
-- и, .... � 1 . . . ....... 

Z8J( = fJ/I, У! ZH ) Zxx ! /11=Rr L, I ,Rr I 2 lf If Z J 

Рис. 2.39 

ной частоте. В технике многоканальной связи и телемеханических ус
тройствах для получения  оптимальных условий передачи сигналов на  
расстояние применяют переходные трансформаторы, которые в отличие 
от силовых трансформаторов обычно работают не на одной частоте, 
а в с пектре частот. Переходный трансформатор должен передавать ЭRер
гию максимальной мощности от reHepaTopa сигналов к нагрузке, по
этому он должен согласовывать сопротивления reHepaTopa и нагрузки 
трансформацией . Согласование указанных сопротивлений поясняется 
рис. 2 .39, а. Как видно, приемник (нагрузка) с сопротивлением Z!{ =с 

=� - iJ 2/ j 2' будучи подключен через трансформатор с коэффициентом 
трансформации n = V Zи/Z", меняет свое сопротивление на Zr, чем 
обеспечивается отбор энергии наибольшей мощностью от reHepaTopa С 
внутренним сопротивлением Zr. 

При расчете переходного трансформатора параметры ero обмоток -
индуктивность, сопротивление и индуктивность рассеивания - выби
рают так ,  чтобы трансформатор Mor работать в заданной полосе частот. 
Подбор параметров проводят н а  основе теории  четырехполюсника .  

Составим уравнения  :гранеформатора как четырехполюсника ,  учи
тывая направление тока /2: 

U1 = ZlJ i1 -zj 2 i2 ; 
й2 =Z12 i 1 --Z22 '"2 . 

Здесь ZlI - комплекс сопротивлен и я  пер в и ч ной обмотки;  
Z22 - комплекс со противлен ия вто ричной обмотки ; 
Z12 - комплекс взаимного СОПРОТИ ВJIен и я  обмоток � 

В уравнениях (2 . 68) : 

Zll = rJ +jooL, ; 
Z22 = Г2 + jooL2; 
Z12 = jooМ 12 •  

В заимная и ндуктивность обмоток трансформатора 

где (J - КОэффициент рассеяния тр ансформатор а .  

(2 . 68) 

(2 . 69) 

(2 . 70) 
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Решая уравнения (2 .68) относительно ij} и i] , получим: 
. Zll ' Zll Z22 -Zi 2 

U\ = - U2 + '2 ;  
Z]2 Z12 

• 1 • Z22 ' 11 = -
Z 

U' +-
Z 

12 ' 

(� �) �� 

12 12 

Zll Zl1 Z22 -Zi. 
Z12 Z12 

Z22 
Z12 Z12 

(2 . 7 1  ) 

Уравнения трансформатора как четырехполюсника , определяющие 
его параметры , ПОЗВО.ляют построить его эквивалентную схему. 

Эквивалентная схема трансформатора. Трансформаторы, используе
мые в устройствах преобразования сигналов, мостовых электрических  
фильтрах , выходных каскадах усилителей, при соединении аппаратуры 
и цепей проводных линий, называют п е р  е х о Д н ы м и .  Они ,  как 
правило, кроме функций гальванического разъединения цепей , решают 
задачу согласования сопротивлений .  

Переходные трансформаторы рассчитывают по упрощенной схеме 
замещения ,  эквивалентной трансформатору по входному сопротивле
нию. Для построения такой схемы найдем входное сопротивление транс-

форматора .  Заменяя в выражени.ях (2 . 7 1 )  (;2 на Rнi2' делим первое вы
ражение на второе и ,  сокращая [2, найдем: 

ZJI (Z1 !/Z12) + (ZJ I  Z22 -Zi2 ) /Zl? 
(ZJI! Z12) -+ (Z22/ ZI.) 

Умножая числитель и знаменатель на 71l/Z22 = I 1n2, получим: 

( l /n2) Z,, + (Zll Z2, -Zi 2 ) /Z22 
Z - Z вх - 11 ( l /n2) ZH +Z1\ 

ИЗ соотношения  (2 .72) хорошо видно, что при ZJI = 00 
Zll Z22 -Zi. 

Z22 

Таким образом , входное сопротивление в общем случае 

Zxx [ ( I /n2) ZН + Z"З) 
ZBX = . 

Zxx + ( 1 jn2) ZJI 

(2 . 72) 

Так как практически в трансформаторе Zx x » Z"з, то можно К зна
менателю последнего выражения без ущерба для точности решаемой за 
дачи прибавить Z"з. Тогда 
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Последнее выражение представляет собой комплексное сопротивле
ние цепи . состоящей из двух параллельных ветвей (рис. 2 .39, 6) . Учтем, 
что 

Если для упрощени я считать потери в первой и второй обмотках 
одинаковыми и в эквивалентной схеме сосредоточить их только в пер
вой обмотке, то получим: 

. jwL1 jwL2 ( 1  -(7) . ZНЗ :::: 2, l + JooL1 - • = 2'1 + JooL1 <7 .  
JwL2 

Заменив в схеме, приведенной на рис. 2 .39, 6, ZH3 и Zxx их значениями, 
получим схему (рис. 2 .39. в) . Параметры этой схемы как четырехпо
.ТlIосника можно определить, рассматривая ее как соединение трех не
полных схем. 

Идеальный трансформатор. Трансформатор без потерь и магнитного 
рассеяния, обмотки которого имеют весьма большую индуктивность. 
называют идеальным. 

Уравнения идеального трансформатора можно получить из уравне
ний (2.7 1 ) ,  если учесть его свойства . данные в самом определении: 

при отсутствии потерь 

ZlI = jooL1 ;  Z22 = joo!-2; Z22 / ZI I = L2 / L 1 = n2; 

при отсутствии магнитного рассеяния 

Z12 = joo V  L] L2; ZlJ /Z22 =VL1/L2 = l !n; Z22/Z11=n '  

Orсюда Zf2 = ZllZ22 ' вследствие чего в уравнениях трансформато
ра как четырехполюсника второе слагаемое второго уравнения обраща
ется в нуль, в уравнении тока i1 при больших значениях L1 и L2 сла-

1 . 
гаемыми -Z U 2 можно пренебречь. 12 

Таким образом, напряжения и токи на входе и выходе идеального 
трансформатора связаны соотношениями: 

где n - коэффициент трансформации трансформатора. 

Матрица параметров идеального трансформатора 

(2 . 73) 

Такой идеальный трансформатор и использован в схемах замеще
Ния (см. рис. 2 .28 и 2 .29) . 
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2. t 5. СХЕМЫ ЗАМЕЩЕНИЯ 
И ПАРАМЕТРЫ НЕОБРАТИМЫХ ЧЕТЫРЕХ ПОЛЮС НИКОВ 

Мы рассматривали обратимые четырехполюсники .  Если четырехпо
люсник характеризуется .  например , сопротивлениями холостого хода 
[СМ. уравнения (2 . 28) ] ,  то признаком обратимости является равенство 
сопротивления передачи Z12 = Z21 ' Обратимый четырехполюсник име
ет, таким образом, три независимых параметра и схема замещения его 
состоит из трех элементов. 

В устройствах управления и связи наряду с электри ческими линия
ми, трансформаторами, фильтрами и другими элементами , образован
ными пассивными электрическими цеПЯМI-I (свойства которых хорошо 
отображаются рассмотренными ранее схемами замещения обратимых 
четырехполюсников) , широко применяют усилители различного р ода . 
К ним можно отнести электронные, магнитные и другие приборы, об
ладающие свойством необратимости . 

Для уяснения взаимодействия усилительных и других необратимых 
элементов с элементами устройств, образованными п ассивными элект
рическими цепями , схемы необратимых элементов также представля
ют в виде эквивалентных схем. 

Схем ы  замещения усилителей. В качестве схемы замещения  усили 
теля может быть использована любая из схем замещения  необратимо
го четырехполюсника (см. рис. 2 . 26-2.29) . 

Рассмотрим схему, приведенную на рис. 2 .40, а .  Это схема Т, со
держащая зависимый от i1 источник напряжения .  Для нее уравнения 
контурных токов: 

() 1 =  (ZI + Z2) i1 +Z2 i2 ; 
. . . (2 . 74 ) 

U2 = (Zz + Zэ) 11 + (Z2 + ZЗ) 12 ' 
Эти уравнения усилительного элемента как четырехполюсника в 

отличие от уравнений пассивного четырехполюсника содержат пара-
метр усилительной способности Z� = И21i1. 

Схема замещения Т для усилителя легко строится ,  если для него 
экспериментально или теоретически определены Э,Тfементы матри цы со
противлени й  холостого хода: 

(' ZI 1 Z12) ( (21 +- Z2) Z2 \ 

, Z21 Z22 - (Z2 +Z(I) (Z2 + ZЗ) ) ' 
(2 . 75) 

! сравним с матрицей (2 . 54) ] ,  
Из равенства (2 .75) следует: 

Z2 =ZI2; ZI = Z22 - Z12; 2З=Z22- ZI2 ; 20 = Z2, - Z' 2 ' 

а) • о) • 

11 ZI ZJ Zз1, 1г 1 ,  У, 1; 
--- ---- - :' 

CJ � .... 2" 2 " фу,и, У, Z2 У; 

Рис. 2.40 
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В тех случаях, когда из-за режима, свойственного усилителю, или 
по другим соображениям удобнее применять проводимости короткого 
замыкания, используют схему замещения П (рис . 2 . 40, б) , содержа-
щую зависимый от и 1 источник тока. 

Уравнения  узловых напряжений в этом случае: 

il = (У1 + У2 ) (;1 -Уl (;2; 
i2 = -(Уl + УЭ) Ul + (Уl + Уа) U'l. ' 

(2 . 76) 

Здесь четвертым элементом схемы является зависимый источник 
тока , а уравнение дополняют параметром . характеризующим усили
тельную способность Уз· 

Матрица проводимостей короткого замыкания 
(Yll Y12 ) ( У1 + У2) - У1 ) 

(2 . 77) 
У21 У22 ___ о - (У1 + Уэ) (Y1 + Ya) , 

I сравним с матриuей (2. 56) 1 .  
Установив измерениями или расчетом значения проводимостей ко

роткого замыкания для элементов схемы замещения П, найдем: 

}Т1 ·�C - У]2;  У2 с= УН + Y12; 
Уз О� У22 -УJ2; УЭ С= У12- У21 ' 

Представление усилителей эквивалентными схемами Т и П с зависи
мыми источниками достаточно хорошо отражает их свойства и П03ВО.1J Я 
ет обычными методами ТЛЭЦ оценивать взаимодействие необратимых 
элементов с обратимыми, образующими совместНО с ними тракт переда
чи сигналов. 

Операционный усилитель и его схемы замещения. ОпеРaJ_�ИОННЫЙ 
усилитель - это высококачественный усилитель напряжения универ
сального назначения. Его входное сопротивление Zl\X -+ 00 ,  выходное 
ZBblX -+ О, коэффициент усиления бесконечно большой . ОпераЦI10Н
ные усилител,", выпускают в и нтегральном микроминиатюрном исполне
нии . они находят всевозрастающее применение в разнообразных уст
ройствах автоматики, телемеханики и связи . Обычно он имеет два вхо
да (рис. 2.4 1 , а): инвертирующий (отмечаемый знаком - ) и неинвер
тирующий (отмечаемый знаком + ) .  При использовании в схеме обоих 
входных зажимов операционного усилителя разностью потенциалов 
между ними обычно пренебрегают. 

Схема замещения  операционного усилителя с использованными дву
мя входами приведена на рис.  2 .41 , б, а с использованным одним ин
вертирующим входом - на рис. 2 .4 1 , в и одним неинвертирующим -
на рис. 2 .41 , г .  

Часто операционные усилители применяют для получения задан
ного усиления по напряжению или току. Коэффициенты усиления фик
сируют включением обратных связей , т. е. подачей части выходного на
пряжения  или тока на вход усилителя. Способы получения обратной 
связи далее будут рассмотрены подробно. Схема неинвертирующего 
Усилителя с заданным устойчивым усилением по напряжению приведе
на на рис. 2.42, а, его схема замещения - на  рис. 2 .42, б. 
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а) ид 0----1:::
и6 O--��+� 

Для операционного . . 
усилителя ИБ - И А = 
= (;2/ k . . При k. � 00 ве. 
личинаИБ - и А � О и ,  
таким образом, 

В) 
и, 

о + 
+ k U, o--t-iЯ . . . . 

Uz·kU, = t и, t и: = kll, Uf 
--..... -..... - ---..... --...,.-

Рис. 2.41 

. .  й2 U1 =U А = R2 . 
R I + R2 

Отсюда [;2/(;1 = (Rl + 
+ R2)/R2. Практически 
усиление усилителя с 
обратной связью зависит 
только от веЛIIЧИН R 1 
и R2. 

гулируемым усилением, а на  
В этом случае при k � 00 

На рис. 2 .42 , в при· 
ведена схема инверти, 
рующего усилителя с ре· 

рис. 2 .42,  г -- его схема замещения .  

Но в то же время вследствие большого входного сопротивления опера
ционного усилителя через резисторы R 1 и R2 проходит один и тот же 
ток '1 '  Orсюда 

г) !L Н !  кг 

u,� Liлt 
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R I R2 
U2 R2 и - - --
U1 - R I ' 

6) oJo-±- Н I  

Н/ . [Ч �� с-• Uz Li. �  
Н2 А 

о) . 
11 

__ . 
. УА �l!z [Jjt 

и. 

R I  .liz • 
Н2 

Ни �,I 
1, _ 

-- 1, 

liz� дн 

Рис. 2.42 

(2 . 78) 

n 

Ro _lг 

Rtf 



На рис. 2 .42 , д и е приведены со
ответственно полученная на базе а) 
использования операционного уси
лителя схема усилителя тока и схе-
ма его замещения .  Как и в ранее . 

и! рассмотренных схемах, здесь и1 -
= Ид = (;21k -+ О при k-+ 00 .  
Orсюда 

. . 
I 

. . / '  Ro 11 = U2 Ro =RH /2/Ru и 12 11= -- ' RH 
(2. 79) 

с 

f( 

+ 

Рис. 2.43 

И нтегратор. В устройствах преобразования сигналов в качестве ос
новных элементов, позволяющих получить необходимые частотные за
висимости , вместо катушек индуктивности и конденсаторов часто ис
пользуют интегрирующие элементы (интеграторы) . Это элементы, у ко-

t 

торых напряжение u (t) на входе вызывает реакцию и2 (t) = J u (t)dt 
о 

на выходе. Преобразования Лапласа напряжений на входе и выходе 
интегратора связаны соотношением 

. 1 .  и2 (р) = - и1 (р) . 
р 

Интегрированию соответствует умножение на I Ip .  Интегратор прос
то получается при использовании операционного усилителя .  

Рассмотрим схему рис. 2 . 43, а .  которая получилась в результате 
замены в схеме, приведенной на рис. 2 . 42 , 8, резистора R2 конденсато
ром С. 

дЛЯ схемы, приведенной на рис. 2 . 42, 8 ,  
[;2/(;1 = - R2/Rl ,  заменяя R2 на l /(pC) . для схемы рис . 2 . 43, а, 

получим U2/U1 = - l /(R.Cp) . 
Если выбрать RIC =' 1 , то и2/U1 =. - l Iр .  
Если практически выбор RIC = 1 неудобен, то множитель I IRIC 

может быть реализован усилением других эл�ментов схемы. Условное 
изображение интегратора приведено на рис. 2 .43, б. 

Схемы замещения преобразователей отрицательных сопротивлений 
(конверторов). В некоторых задачах телемеханики и связи возникает 
необходимость в определенных связях между напряжениями и токами , 
которые можно получить только при использовании наряду с обычными 
пассивными элементами , имеющими положительные параметры Г, L ,  С, 
также и отрицательные сопротивления.  Распространенным способом 
Получения отрицательныJ\. сопротивлений является применение так 
называемых п р е о б р а з  о в а т е л е й о т р и Ц а т е л ь н ы х с о
п р о т и в л е н и Й .  
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о) [, [г l>--iJ�----<I�-_!Vz 
Рис. 2.44 

Схема (рис .  2 . 44, а) представляет собой неполный четырехполюс
ник,  содержащий зависимый источник напряжения U = ( 1  + k)U} . 
Для нее 

02 =[\ - ( 1  + k) Ul = -k(; l ; i l = i2 ;  

О 1 И,) I 
lRX = -.- = ---.-- = --- Z,, ;  

[1 k[2 k 

при k = I ZR <  = - Z,, ; (А В)_ ( - 1 О) 
, С D - О 1 . 

(2 . 80) 

Как видно, со стороны входных зажимов. схема четырех полюс
ника имеет отрицательное входное сопротивление. Она преобразует 
подключенное к выходу сопротивление Z" в -ZH И представляет собой 
схему замещения преобразователя отрицательных сопротивлений с ин 
вегсией напряжения . В схемах устройств телемеханики и связи пре
образователи сопротивлений часто изображаются так .  как это показано 
на рис .  2.44,  б. Управляемый напряжением источник напряжения  в 
схеме рис .  2 .44 ,  а можно выпол нить п о  схеме рис .  2 .42, в. Дуальной 
по отношению к схеме, приведенной на рис. 2.44 , а, является схема 
рис. 2.44, в. для нее 

При k = 1 

iJ = -i2 + ( l + k) j 2 = k I2 ;  (: ' -= (;2; 

_ '1  ki2 
} ВХ = -.-= --=--и! UZ 

УВХ= -УН;  

- kУ ,, . 

(А В) = (-
1 О) . 

С [) О I 

(2 . 8 1  ) 

(2 . 82) 

(2 . Ю) 

Как видно из  рис. 2.44, схемы замещения  преобразователей отрица
тельных сопротивлений содержат идеальные двухполюсные элементы--, 
зависимые источники напряжений и токов. Такие преобразователи 
строят на  основе иcr1ОЛЬЗО8аllИЯ усилителей , и в частности операцион
ных . 
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Схемы замещения гиратора. Г и р а т о р а м и называют необра
тимые четырехполюсники , входное сопротивление которых обратно 
сопротивлению нагрузки, подключенной к его выходу. Для схемы за
мещения гиратора, приведенной на рис. 2 .44. г: 

(2 . 84) 

= -
Zи ' (2 . 85) 

Схема замещения гиратора, приведенная на рис. 2 .44, д, дуальна 
рассмотренной : 

(УН Y12 ) ( о О) У 2 1  У 22 = --о о ; 
I I 

ZЯХ = 02 Zи ; 

(2 . 85) 

(2 . 87) 

Условное изображение гиратора показано на рис. 2.44, е. Гираторы 
находят широкое применение в микроэлектронике, поскольку, преоб
разуя сопротивление конденсатора Z" �c. l /(kro) в сопротивление ка
тушки индуктивности l !ZH оссе kro, позволяют громоздкие катушки за
менять малогабаритными конденсаторами . 

Преобразователи частотно-зависи мых отрицательных сопротивле
ний. Рассмотренные выше конвертор и гиратор являются частными слу
чаями необратимых устройств (обобщенных конверторов) , с помощью 
которых можно получить различные виды частотно-зависимых отрица
тельных сопротивлений (ЧЗОС) . Распространенная схема такого уст
ройства приведена на рис.  2 . 45, а. Поскольку операционные усилители 
имеют большое входное сопротивление, а разность потенциалов между 
входами отсутствует, то эту схему можно заменить эквивалентной 
(рис. 2 .45. б) . 

Входное сопротивление для нее ZЯХ = U1/i1. 
В соответствии со схемой 

кроме того. 

Zl i1 + Z2 (il + ie) =o; 
ZЗ ,it + ie) + Z. и! + ie +i7) =0.  
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Из двух последних выражений 
. ,  Z. . 
1,  + /6 = --' {1; 

l2 
. . . l, Zз . 

11 +16 +/7= /1 ' l2 l, 

Подставля я  полученные значения i] + ;6 и i1 + i6 + i7 В выражение 
для и1, найдем: 

. . lJ lз l. 
U I = 1 J ---''---'�:.. 

Z2 Z. 

ZBX =U) li1 =lj lз l./(l2 Z.) . 

Если в схему (см. рис . 2.45, а) включить ZI = Rl ,  Zз = R3, Z5 = 

R5, Z2 = R2 и Z4 = 1 l(jroC) , то 
R/R3R5C 

lBX = jw ---R2 
jооLэ . 

Схема ведет себя как гиратор . 
При включении в эту схему ZI = ZЗ = 

= R  

ZBX = -----
002 С2 R 

Это ЧЗОС обратно пропорционально квадрату частоты . Другой тип 
ЧЗОС можно получить, если 

l2=l.=I/(jooC) , II = lз = l. = R . ZBX = - 002 С2 R3 . 

Это сопротивление пропорционально квадрату частоты. 
Идеальный преобразователь мощности . Для этого устройства свя

зи между напряжениями и токами имеют вид: 

U1 =k U2; i =ki2; Zпх=Li1/ij = U2Ii2 = Zи .  

Следовательно, этот четырехполюсник преобразует мощность, не 
изменяя  сопротивления . При k <. 1 мощность на  выходе больше мощ
ности на входе, при k > 1 наоборот. 

Матрица параметров А ,  В ,  С, D такого четырехполюсника 

(� �)= (� �) . 
Схема замещения состоит из двух управляемых источников: источ

ника напряжения ,  действующего во входном контуре, управляемого на
пряжением, и источнцка тока, управляемого током в выходном конiype. 

Неопределенные матрицы проводимости. При рассмотрении схем 
замещения и параметров частей разветвленных электрических цепей 
мы использовали понятие двух-и четырехполюсника. Такой подход поз
воляет решать все задачи анализа и синтеза разветвленных цепей. Од
нако такие элементы схем, как транзистор или операционный усили-
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а) и} • 

Т, 
!о 

1 ,  

(/ = 0  

. 

У, и, ZJ . 
1 7  У/ (/=0 

Z/f 
. 

(/ь 

Рис. 2.45 Рис. 2.46 

тель, трехполюсны. У транзистора можно заземлять базу, эмиттер 
или коллектор . Так же по-разному можно заземлять входы опера
ционного усилителя. 

Если способ заземлеНlIЯ выбран и заземление осуществлено (под 
з а з  е м л е н и е м понимают соединение с точкой нулевого потенци
ала) , то получаем рассмотренные ранее четырехполюсные элементы, 
схемы замещения которых и могут быть использованы для расчета со
держащих эти элементы цепей . 

Характеризуя сам трехполюсный элемент до включения его в схему, 
можно /'Iсполь:ювать так называемые неопределенные матрицы прово
димости . 

На рис. 2 .46, а изображен трехполюсный элемент. В его входы а, Ь ,  
и с входят токи ia, ib, ic , и они находятся под напряжениями (;0 , 
иь, ис относительно точки нулевого потенциала (экрана) . Будем счи
тать его входы узлами и заменим эту схему эквивалентной (рис. 2 . 46, 6) . 
Здесь Уl, У 2 '  У 3 -- проводимости , включенные между соответствующи
MtI узлами . Матрица проводимостей короткого замыкания для эквива
лентной схемы 

Сумма проводимостей этой матрицы по строкам и столбцам равна 
нулю. 

Если заземлить один из узлов трехполюсного элемента, то получит
ся неуравновешенный четырехполюсник , матрица проводимостей ко
роткого замыкания которого может быть получена вычеркиванием 
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в матрице У н строк!! И столбца , соответствующих заземленному узлу. 
При заземлении узла С, например , после вычеркивания третьей стро
ки и третьего столбца получаем матрицу (2.56) . 

2. 1 6. СОЕДИНЕНИЯ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 
И ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ СОЕДИНЕНИЙ 

Относительно простые двухполюсные цепи всегда можно охаракте
ризовать эквивалентной схемой , составленной из элементов г, L, С. 
Экви валентные схемы более сложных двухполюсных цепей образуют 
последовательным или параллельным соединением простых цепей , 
каждая из которых сама является двухполюсником , содержит элемен
ты r, L и С, параллельно или последовательно соединенные , и характе
ризуется значением полного сопротивления Z. 

Точно так же простые схемы замещения четырехполюсников состав
ляют из двухполюсных цепей с полными сопротивлениями Zl' Z2' ZЗ' 

Однако во многих случаях целесообразно в качестве составных частей 
четырехполюсников использовать более простые четырехполюсни
ки , соединяемые соответствующим образом . Различают три основных 
способа их соединения:  параллельное, последовательное и цепочечное, 
или каскадное, а также смешанные способы соединения. 

Рассмотрим определение параметров четырехполюсника, образо
ванного соединением более простых четырехполюсников через парамет
ры последних. 

Последовательное соединение. Вспомним свойства последователыю 
соединенных двухполюсников (рис. 2.47, а) . Для каждого из двухпо-
люсников выполняется закон Ома: И = Zj, причем (; = (; ' + И". 
а j' = j" = i. Находя (; как сумму И' + И" = z'i +Z"j и вынося 
за скобки общий множитель - ток 1, получим И = (Z' + Z") j == 

а) . 8} 1, i',-, - ' -- ' lz 1 
, z " z�z z "  Z/I 11 гг у '  Z '  -C:J-C]-O 

(; 
у "  z "  

. _ _  . __ . 

5) [ ,  lг г) Z/f 8) Z4 
и; Уг z, ZJ 

и, Ог Zz U7 и; Zz 

Рис. 2.47 
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= zi. Orкуда z =  Z' + Z" . Последовательно соединенные двухполюс
ники следует характеризовать их сопротивлениями и эти сопротивле
ния складывать. 

Рассмотрим теперь последовательное соединение четырехполюсни
ков (рис. 2.47; б) . СоеДlIнение характеризуется соотношениями : 

й1 = й{ + и;; и2 = и � + и;; 
i1 = i{  ��. i{; i2 = i� = iz ·  

(2 . 88) 

Здесь наблюдается полная аналогия с последовательным соединением 
двухполюсников. 

Из соотношений (2 .88) видно, что при последовательном соедине
нии каждый из входящих в соединение четырехполюсников можно ха
рактеризовать матрицами сопротивлений холостого хода и соотноше
ниями (2 .28) . 

Для двух соединенных четырехполюсников получим: 

u { = Z 1 1  i { + Z 1 2  i� ; 

u� = z� l il + z� 2 i� ; 
. . . И "  Z " [" + Z" [ "  1 = 1 1 1 1 2 2 ;  
. . . И"  Z" [" ..!- Z" [ "  2 =  2 1  1 ,  2 2 2 '  

Просуммируем и;  и U'i.  а также и2 и И'2 .  Учитывая соотношен ия 
(2 .88) , найдем: 

uJ �Ul + й� = (Z 1 1 +Z; I )  i1 + (Z{2  + Z;2) i2: 

и2=и� + и; = (Z� 1 +Z; I) ilHZ�2  + Z22 ) 12 ' 
(2 . 89) 

Полученные соотношения - уравнения  контурных токов для сое
динения .  Из соотношений (2 .89) следует, что 

Zl1 = Z1 1  + Z; I ;  Z12 =Z 1 2 +Z12 ;  
Z21 ·= Z�1  + Z; I ;  Z22= Z�2 + Z�2 ' 

Последнее равенство можно записать в матричной форме: (Zl1 Z12) (Z 11 Z1 2) (Z;: 1 Z1 2) 
Z21 Z22 = Z� 1 Z � 2  + Z21 Z2 2  . 

(2 . 90) 

На основании изложенного правило определения свойств последо
вательно соединенных четырехполюсников можно сформулировать так . 
Каждый последовательно соединяемый четырехполюсник следует ха
рактеризовать матрицей сопротивлений холостого хода и эти матрицы 
сложить. Ч исло соединяемых четырехполюсников может быть любым. 

Правило определения параметров последовательного соединения 
четырехполюсников хорошо иллюстрируется рис. 2 .47 , в, на котором 
соединяемые четырехполюсники и получившиеся в результате соедине
ния представлены схемами замещения (см. рис. 2.26, б) . 

В качестве примера рассмотрим схему «перекрытое Т» (рис. 2 .47,  г), 
которая может быть представлена в виде последовательного соедине
ния двух четырехполюсников (рис. 2 .47, д) . Определим параметры, 
пользуясь правилом последовательного соединения . 
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l' l '  а) о) 1 1 -- --

у' j, (у') • 

J_ 1Z -- -. 
и, и 

1" lIZ 1 "  1 2 -- -

у" (у") 

Рис. 2.48 

Матрица (Z") неполного четырехполюсника в соответствии с равен
ством (2 .65) 

Параметры Z схем?, П �айдем решением уравнений узловых напря
жений относительно и1 и U 2 .  Коэффициенты системы уравнений узло
вых напряжений этой схемы определяются матрицей (2 .56) . Обозначая 
матрицу (Z) схемы П через (Z' ) ,  будем иметь 

ZI (ZЗ + Z4) 
Z ' + ZЗ + Z4 ZI + ZЗ + Z4 

ZЗ (Z) + Z4) 
ZI + Z'I +- Z4 

(Z ' ) ,= 

Матрица (Z) соединения записывается так: 

(Z) �= (Z ' )  -\- (Z") =� 

ZI (ZЗ + Z4) + Z2 (ZI + Z,! + Z4) 
ZI + ZЗ + Z4 

ZI ZЗ + Z2 (Z) + Z,,+ Z4) 
ZI + ZЗ + Z4 

ZI ZЗ + Z2 (ZI + Z,! -j- Z4) 
Zl + ZЗ + Z4 

ZЗ (21 -\- 24) -\- Z2 (21 1- 2з i 24) 
ZI + Zз -1- Z4 

. (2 . 9 1 )  

/ 

П араллельное соединение. Вспомним параллельное соединение 
двухполюсников (рис . 2.48, а) . Для него 

и' =с и" = и; j '  + i" = i; 
i = j '  + i" = У' U -+ У" и ==, (У ' -+. У") u = у и.  

Кажцый параллельно соединенный двухполюсник следует характе
ризовать проводимостью и проводимости сложить. 

Рассмотрим теперь параллельное соединение четырехполюсников 
(рис . 2 . 48, б) . Для рассматриваемой схемы справедливы соотношения :  

8 8  

i1 = i ; +i1; i2 = i; +i�; 
и1 = и{ =  и1; и2 = и� �� И; . 

(2 .92) 



Из этих соотношений следует, что четырехполюсники, входящие в 
соединение, удобно характеризовать уравнениями (2. 32) . Для двух рас
сматриваемых четырехполюсников имеем: 

i� = Y{ l  и ;  + У{ 2  и� ; ) г; = Y;l  и� + Y� z и�; l 
[� = У� l И{ + У;2 и�; } i; = Y;t U; + Y22 U� . 1 

Просуммируем i; и ii , а также i; и i'2 и учтем соотношения (2 .92) : 

i1 = j; + i� = (Y� l  + У; t )  и] +- (У{2 + У; 2) и2; 
(2 . 93) 

i2 = i; + i:; = (У; ! + Y21)  Ul + ( Y�Z + Y22 )  и2· 
Эги соотношения представляют собой уравнения узловых напряже

ний для соединения и указывают на возможность обобщения правила 
сложения проводимостей при параллельном соединении двухполюсни
ков. 

Правило определения коэффициентов соединения У по коэффици
ентам входящих в него четырехполюсников можно записать при помо
щи матриц в виде 

(У11 Y12 ) (Y{ l У{ 2 ) (Y� l  Y;z ) 
(2 . 94) 

У21 У22 
= 

У; l  Y�2 + У21 Y;z . 

Таким образом, матрица проводимостей параллельно соединенных 
четырехполюсников равна сумме матриц проводимостей четырех полюс
ников, входящих в соединение. Конечно, правила определения парамет
ров соединений (2 .90) и (2 .94) можно было написать формально сразу. 

Воспользуемся правилом (2 .94) для определения матрицы проводи
мостей схемы «перекрытое Т», которая может быть представлена как 
параллельное соединение неполного четырехполюсника, включенного 
по схеме Т (рис. 2 .49, а) . 

Матрица проводимостей короткого замыкани я неполного четырех
полюсника (У') нам известна !сравним выражение (2 .63) ] :  

(У ' ) =  

1 1 - --

l. Z. 
(2 . 95) 

ДЛЯ схемы Т мы ранее составили матрицу (Z) . Уравнения схемы Т 
в форме уравнений узловых напряжений (2.32) , а следовательно, и эле
менты матрицы (У) дЛЯ этой схемы можно получить, решив соответст-

1/) 
z , 

7 
" , 

l" 

Zz 

о) У,' 

Гuраmор 
Рис. 2.49 
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вующие этой схеме уравне.ния контурных токов в формl' уравнений 
(2 .28) относительно токов [1 и 12' 

Для схемы Т уравнения (2 .28) определяются матрицей коэqxpициен
тов (2 . 54) . Решение их относительно токов дает 

(У") " �с 

Z2 Zl + ZЗ 
Z] Z2 + Z2 ZЗ + Zl ZЗ Zl Z2 + Z2 ZЗ +Zl Zз 

Матрица (У) всего соединения есть сумма матриц (У') и (У") :  
(Y) = (Y ' ) + (Y·) �c. 

(Z2 -+ Zз) Z. + Zl Z2 +- Z1 ZЗ + Z2 Zз 
(Zl Z2 + Z1 ZЗ + Z2 Zз) Z. 

Z2 Z4 + Z, Z2 + Zj ZЗ + Z2 ZЗ 
(Zl Z2 + Zl ZЗ + Z2 Zз) Z, 

Z2 Z4 + ZI Z2 + Z1 ZЗ·+-Z2 Zз 
(Zl Z2 + Z1 ZЗ + Z2 Zз) Z. 

(Zl + Zз) Z4 + Z1 Z2 + Z1 ZЗ +Z2 Zз 
(Z] Z2 + Z1 ZЗ + Z2 Zз) Z, 

в качестве второго примера рассмотрим способ построения  схемы , 
эквивалентной схеме замещения необратимого четырехполюсника 
(см. рис. 2 .40, 6) . Матрица проводимостей короткого замыкания для 
этой схемы !см. выражение (2 .77) ] 

(2 . 96) 

Представим ее в виде суммы двух матриц так,  чтобы одна из них бы
ла матрицей обратимого четырехполюсника: 

( (Yl + Y2) -У1 
) -(У] + Уз) (У] + Уз) = 

(У] + У2) -(У1 + �з ) 
= + 

о 

уз 2 

У;) 
2 

о 
(2 .97 )  

в соответствии с этим выражением схему необратимого четырех по
люсника можно представить в виде параллельного соединения двух 
четырехполюсников. Один из них обратим и легко строится в виде схе-
мы П с проводимостями: Yj = У} + 

У
2э ;  У2 = У 2 - У; ;  Уз = У в-

уз и б и -- 2" '  другои нео ратим и характеризуется матрицеи 

(У) � ..• 

Это матрица гиратора. 
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Уз 
2 

Уз 
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1, =11 _ 
� = U; А '  

Iz =1  
----.. , 

. , . "  

и; = и;' 
-

Рис. 2.50 

д "  
T/=11 _ 

. "  . 
0, = 0, 

• • 

-

т аким образом, необратимый четырехполюсник представляется в 
в виде параллельного соединения обратимого четырехполюсника и ги
ратора.  Условное изображение этого соединения показано на 
рис. 2 .49, б. 

Цепочечное соединение. Этот способ соединения (рис. 2 .50) я вляет
ся наиболее важным. Примерами таких соединений могут служить со
единения линий между собой, линий и трансформаторов, каскадное 
включение трансформаторов, усилителей и то. п .  

При цепочечном соединении двух четырехполюсников: 
И· и' " и" и· n •  и' n и' · 1 =� l '  2 :=--=:- t ' 2 ----=-. 2., 

il = j � ;  i� c c j;; i;' ,c i2.  
в этом случае для определения параметров соединения удобно вос

пользоваться уравнениями передачи (2 . 42) : 

и� = A ' Uz+ B '  j� ; U; c A" U� .. +· B" i � ;  
i{ ,c c ' u� + D' i� ;  i; c,c C" U; + D" j; .  

Учитывая соотношения между напряжениями и токами и подстав
ляя значения И'i и i'i из второй группы уравнений в первую вместо 
u; и i2 и заменяя u;  на (;; , а i ;  на i1, найдем: 

Ul = A � (А" И; -I .. В" i2) [ .. В ' (с" U; · t · D" i;); 
i1 = С' (А " й2 + В" i;H D '  (С" и; + D" i;). 

Группируя члены этих уравнений по u; и i'2 и опуская штрихи, полу .. 
чим: 

i1 , (с' А" + О' с") Uz + (С' B" -j D' D") i2 • 
(2 . 98) 

Соотношения (2 .98) имеют вид уравнений (2 . 42) и связывают напря
жение и ток на входе с напряжением и током на выходе. 

Если четырехполюсники, входящие в цепочечное соединение, ха-

рактеризовать матрицами (А ) = =  ( А  В ) , то все соединение можно оха
С О 

рактеризовать одной матрицей: (А ' А" + · В ' С" (А) . , С ' А" + D '  с" 
А '  В" + В ' D")

. C ' B" .. t · D' D" 
Матрица (А) цепочечного соединения четырехполюсников .... . про

изведение матриц (А ') и (А ") четырехполюсников, входящих в это сое .. 
динение: 

(А '  в ') (А" В" ) (А ) .. · ( А ' ) (А") . С ' П'  С" D" . (2 . 99) 

9 /  



l, О) o--........-<>--C:::J--<> о) А 8 
С JJ 

Рис. 2.5 1 

а ь 
с d 

ad-6c=1 

Это правило справедливо и при цепочечном соединении нескольких 
четырехполюсников. В этом случае выходные величины последователь
но, начиная с конца , подвергают преобразованиям, определяемым мат
рицами (А") и (А ') .  При последовательном преобразовании соответст
вующие матрицы перемножаются .  

В качестве примера цепочечного соединения рассмотрим образова
ние схемы Г из  двух неполных четырехполюсников (рис.2 .51 , а) . Из 
соотношений (2 .65) и (2.62) 

(А ' В ' ) 1 О) 
(А ' ) = С '  D ' = (� 

1 
; 

Z2 
(А " В") ( 1 Z ) (А") = С" D" = О 1 1 ,  

получаем: 
(A) � (A' ) (A· ) �C ) (� �,) �c. ( I +Z'�: )} (2 . \00) 

!сравним с равенством (2 .6 1 ) ] .  
В качестве другого примера llепочечного соединения четырехполюс

ников рассмотрим еще один способ представления необратимых четы-
П "  " ( А В ) рехполюсников. усть последнии характеризуется матрицеи С D 

' 

причем AD - Ее = k2 =1= 1 .  
Представим эту матрицу в виде произведения двух матриц: 

(� �) - (: �) (� �) - (:: :�) .  
r де ad - ЬС с= 1 . 

Представление матриц (А ) необратимого четырехполюсника в виде 
произведения позволяет построить эквивалентную схему необратимого 
четырехполюсника в виде цепочечного соединения двух четырехполюс-

ников. Один из них обратим и имеет матрицу ( ; : ) . а другой необра-

тим и его матрица ( � � ) . Последняя матрица характеризует идеаль

ный преобразователь мощности .  
Таким образом, необратимый четырехполюсник представляется це

почечным соединением обратимого четырехполюсника и идеального пре-
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образователя мощности. Условное изображение этого соединения при
ведено на рис. 2 .5 1 ,  б.  

При применении изложенных правил определения параметров со
ставных четырехполюсников по параметрам их составляющих сложе
нием или перемножением матриц следует следить, чтобы при соедине
нии четырехполюсников входящие в них сопротивления не замыкались
накоротко ветвями с нулевым сопротивлением и не оставались разомк
нутыми . 

2.1 7. ЦЕПОЧЕЧНОЕ СОЕДИНЕНИЕ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 
ПРИ СОГЛАСОВАННЫХ НАГРУЗКАХ. 

СОБСТВЕННЫЕ ПАРАМЕТРЫ ПЕРЕДАЧИ 

Определение параметров цепочечного соединения нескольких четы
рехполюсников перемножением матриц (А)  требует довольно громозд
ких вычислений ,  особенно в случаях, когда параметры цепей являют
ся функциями частоты. Задача значительно облегчается, если четырех
полюсники соединены так, что отношение напряжения к току сохра
няется постоянным вдоль всего соединения . Так, при соединении четы
рехполюсников по схеме, приведенной на рис. 2 . 52 , должно быть: 

U1 !i1 = lBX = U;. /i;. = zвх = . . .  = U2!i2 =lи . 

Если {;1111 = (;:)12 ,  то {;21(;1 = 121i1, т. е. коэффициенты передачи 
по напряжению и току равны. 

Рассмотрим, каким должно быть сопротивление приемника ZH од
ного четырех полюсника, чтобы оно совпадало с входным сопротивле
нием ZBX' 

Составим выражение дЛЯ ZBX = Ul/11 четырехполюсника, для чего. 
разделим одно из уравнений (2 .42) на другое, подставив в них U 2 = 

'С ZHI2 : 

AZH+ B 
CZH+ D '  

Найдем теперь Zн = Zx,  при KOTOPOM ZBx = ZH = Zx , 

AZx + в • zx= ; CZ;. + DZx = AZx + B .  
CZx + D  

(2 . 10 1 )  

Ограничимся случаем симметричного четырехполюсника, для которого. 
А = D . 

В этом случае CZ� = в и Zx = VBIC. 
. i; �:�:� 

. 

11 � : ;'-1 m I �  OZ8 
Рис. 2.52 
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Рис. 2.53 

Сопротиление Zx будем назы-
вать х а р а к т е р и с т и ч е-
с к и м  с о п р о т и в л е н и е м  
четырехполюсника.  Как параметр 
четырехполюсника оно определяет 
отношение напряжения к току на 
его входе и выходе при нагрузке на 
сопротивление Zx . 

Нагрузку четырехполюсника на приемник с сопротивлением ZJI = 
. г--

= Zx = �. В/С будем называть с о г л а с о в а н н о й (рис.  2 .53) . 
Определим, как связаны и1 и U 2 четырехполюсника при согласованной 
нагрузке. Из ура внений (2 .42) найдем: 

И1 i1 i2 И2 , 1'п7'  -.- = -.- _ А  + 8 -. · =А + С -.- = А+ v 8С = k . (2 102) 
LJ2 /2 {J2 '2 

Как видно из выражения (2. 102) , при согласованной нагрузке усло
вия передачи через четырех полюсник определяются одним коэффици
ентом передачи k.  При согласованном цепочечном соединении несколь
ких четыреХПОЛЮСIIИКОВ (см . рис .  2 .52) для определения условий пере
дачи через все четыреХIIОЛЮСННКН следует перемножить все их коэффи
циенты передачи k i .  Часто для характеристики свойств четырехполюс
ника бывает удобно пользоваться величиной 

д= а+j/J =l п k ; k = eg .  
При согласованном цепочечном соединении четырехполюсников их 

логарифмические характеристики g следует просто складывать. 
Два параметра симметричного четырехполюсника Zx и g, называе

мые с о б с т в е н н ы м и  п а р а м е т р а м и  ч е т ы р е х п о 
л ю с н и к а, широко испол ьзуют в Т ЛЭЦ. Несимметричный четырех
поЛюсник имеет два характеристических сопротивления -Z-o и ZX2' 

2. 1 8. СМЕШАННЫЕ СОЕДИНЕНИЯ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

Возможны два вида смешанного соединения четырехполюсни
ков: последователъно-параллельное и параллельно-последовате.lьное 
(рис.  2.54, а и б) . 

В случае последовательно- параллельного соединения на  входе че
тырехполюсника суммируются напряжения,  а на  выходе --токи .  Здесь 
удобно использовать такую совокупность параметров четырехполюсни-

а) 
(Н') (F') 

( Н") ( F") 

Рис. 2.54 
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а) Z( и) 
Z, f 

Z2 

z, 

Z] 

2 

Рис. 

L Nf .Jl 

2.55 

f • 

J '�' ф'�' 
- 21, , 

ч 2 If 

ка , которая со стороны входа определяет его входное сопротивление, а 
со стороны выхода входную II РОВОДНМОСТЬ .  Этому условию удовлет
воряет матрица КОэффИ!Lиентов уравнений /2 .36) : 

( /1 ) = . /' /1" 111 2 ) 
· 112 1  1/2,. 

(2 . 104) 

Каждый из lюс,тlедовате,lI hНО- l Iараллельно соединенных четырехпо
люсников следует характери:ювать матриней (Н) и эти матрицы сло
жить.  

При параллельно- последовательном соединении ч�тырехполюсни
КОВ следует пользоваТl,СЯ матрицей (F) коэффиuиентов уравнений 
(2.39) 

В качестве примера смешанного соединения рассмотрим образова
н и е  симметричного моста соединением двух Г-образных четырех полюс
ников /рис. 2.55, а) . Из уравнений (2.36) следует: 

ем: 

при коротком замыкании на выходе 

If l ]  = ("' \ /; \ ;  Н2 \ = i2/i" 

при холосТОМ ходе на входе 

If \ 2  �= О 1 / (2: Н 22 = i 2/ (; J • 

для первого четырехполюсника непосредственно из схемы получа-

Параметры второго четырехполюсника определяются переменой 
\leCT Z\ и Z2 И изменением знака (;,\ и i'\ :  

Другим примером смешанного соединения может служить схема об
раЗования двухполюсного зависимого источника тока иЗ усилителя 
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тока с усилением k = 2 (рис. 2 .55, б) . Здесь зависимый источник тока 
получается соединением усилителя, представленного идеализирован
ной схемой замещения 1 и двух скрещиваний 2 и 3. 

Матрица (Н) усилителя скрещивания 

(Н ' ) = ( 0 0) . (H") cc.c (h",) = (O
-

I ) -2 0 '  1 о ' 
Матрица (Н) последовательно-параллельного соединения четырех

IJОЛЮСНИКОВ 1 и 2 
(Н ' Н- (Н") = + = . ( о О) (О -1 ) ( О --1) 

-2 О 1 -о --1 О (2. 105) 

Для учета влияния третьего скрещивания, включенного цепочечно, 
перейдем к матрицам (А ) .  Для соединения первого и второго четырехпо
.люсников 

(А) = (А ' +") (А"') = =- .  ( - 1 О) (-1 О) ( 1 О) 
О -1 О 1 0 -1 

Для всего соединения 

(А) = (А ' +") (A/I') = = .  (- 1 О) (- 1 О) ( 1 О) 
О -1 . О 1 О -1 

Эта матрица преобразователя отрицательных сопротивлений с ин
версией тока . Сравним ее с матрицей (2 .83) . 

2. 19. ВХОДНЫЕ И ПЕРЕДАТОЧНЫЕ ФУНКЦИИ 
ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

Практические задачи по установлению условий формирования, 
фильтрования,  передаче сигналов сводятся к определению входного со
противления и сопротивления передачи или эквивалентных им пара
метров разветвленной электрической цепи , часто включающей в себя 
электронные приборы. Формально ZBX и Z ne l112 могут быть рассчитаны 
по формулам (2 .5) и (2.6) :  

При использовании  этих выражений следует задаваться схемой це
пи , и ,  кроме того, получающиеся результаты не позволяют анализи
ровать зависимость условий передачи или преобразования сигналов от 
сопротивлений  генератора и приемника. Поэтому для определения 
входных и передаточных характеристик цепей применяют теорию четы
рехполюсника , разделяя  цепь на элементы (рис. 2 . 56, а) . 

Этот подход дает ясную зависимость условий передачи отдельно от 
свойств генератора ,  передающей части и приемника, позволяет пользо
ваться полученными внешними измерениями , характеристиками пере
дающей части без анализа деталей ее устройства, использовать в каче
стве элементов цепи более крупные элементы - четырехполюсники. 
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а) 1.г 5) Rr fJ) Нг 12 � �}, Ф7] Ю" А В 
С 1J Е НН 

Рис. 2.56 

Больша я гибкость метода обеспеqивается возможностью п ри менени я  
разных н аборов параметров qетырех по."ЮСНИКОВ, р ассматривавши хея 
в предшествующи х параграфа х .  

В качестве входных и передаточ ных функций цепи (пр именение тер
мина <lфУНКЦИЯ» объясняетСR зависимостью соответствующих парамет
РОБ от частоты (J) или р = jю) используют следующие характеристи к и :  

входное сопротивление zвx= (;11/1; 
сопроти вление передачи lпер = U1/; '/.; 
КОэффи циент передачи по напряжению 

FU = U2!UJ; 
КОэффИ l(иент передачи по току 

F/ = i2! i J ;  
Гlр иведенное сопротивление 

lнрив = Ui2 . 

(2 . 106) 

(2 .  107) 

(2 . 108) 

Между перечисленными характеристи ка м\\ цепи имеются очевидные 
связи : 

. f; Ё С' , lнриlt = -. - = -:- �. = It и 1  '2 

(2 .  109) 

ZIIX+ l,. _ 

Z Z"c p · 
- ВХ 

(2 . 1 10) 

8 ыражение функций цепи через параметры А, 8, С, D. Рассмот
рИМ уравнения четыреХ Гlолюсника в форме уравнений (2. 42): 

C'l = АО2 +  8;2; i, =с02 + Di2• 
Подставим в н и х  U 2 = Z • .i 2 .  тогда делением найдем: 

[). A ZII + В ZIIJi. = -.- = ---'--
1) CZII + JJ 

Из пер вого и з  ур а внени й (2 .42) 

lllep = u1 /i2 = AZ,, +  в .  
Из второго уравнен и я  

F, = i2/i1 = l /(СZп + D) . 

(2 .  I l l ) 

(2 . 1 1 2) 

(2 .  1 13) 
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Заменим в первом уравнении (2 . 42) (;} на Е -- z,,i и и2 на ZHi2' 
Решив его относительно Е! i 2' найдем: 

2прlt в = Ё/ i2 =А2н +D2г +С2г 21\ + В .  (2 . 1 14)  
Выражение функций цепи через параметры Z. Воспользуемся 

уравнениями (2 .28) : 
И

\ 
= 21 1 il + 21 2  i2; 

U2 = Z2\ il + 222 i2 • 
Имея в виду что в этом случае направление тока i 2 противоположно 
таковому в уравнениях (2.42) , заменим во BTOPOI\; уравнении (2 .28) 
и2 на -Z,J2 ,  

ИЗ второго из уравнений (2 .28) 

Из первого уравнения И\ 
i2 

ZHX = -. - = Z I I  + Z I 2 -.- = ZI I -
IJ 1 1  

Z2 1 ZI 2 

Z,,+ Z22 

Используя выражения (2 . 1 09) и (2 . 1 1 0) ,  найдем: 

[/1 211  (Z .• + Z22) - Z1 2  Z21 
2"eIJ = -.- = 

/2 221 

Ё (Z, , + Zг) (Z22 + Z ,,) -- 212 221 J.'ПРI1Н  = -.- = 
12 Z2 1  

(2 . 1 15) 

(2 . 1 16) 

(2 . 1 1 7) 

( 2 . 1 18) 

Эквивалентным способом определения  функции является использо
вание вместо ураВН�НJ:lЙ (2 .28) соответствующей им схемы (рис. 2 .57) . 
Выражение F I = /2!I} !см .  формулу (2 . 1 1 5) 1 получается сразу при 
рассмотрении равновесия напряжений во втором контуре: 

Аналогично легко получаются и остальные соотношения (2 . 1 1 6) -
(2. 1 18) .  

Формулы (2 . 1 1 1 )-(2 . 1 18) определяют передающие свойства четы
рехполюсника при его работе между определенными генератором с со
противлением ZГ и приемником с сопротивлением ZH' Поэтому парамет

/(г , 

У, 
1 
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Zzz 
ры Zn x ,  Z пе р ,  /П[JИR называют Р а
б о ч и м и п а р  а м е т р а м и ,  
а системы коэффициентов, входя
щие в эти формулы и характери-

Zll/' Уг КН зующие свойства самого четырех-
полюсника, - с о б с т в е н н ы м и 
к о э Ф Ф и ц и е н т а м и ,  и л и 
[J а р а м е т р а м и ч е т ы р е х 
п о л ю с н и к а .  



Совершенно очевидно, что аналогично сопротивлениям Zu x ,  Zпе р  И 
Z U Р "  и могут быть определены 

У Bx=i. /u1; YlIep =i. !U2; 
1 ( У  н + У1') (}'22+ УН) - У.2  У2• 

}' fI Р" И = ---:-- = [/2 У2• 

(2 . 1 1 9) 

Аналогичные выражения можно получить для любых параметров 
четырехполюсника. 

2.20. РАБОЧИЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ И ФУНКЦИИ 
ПЕРЕДАЧИ НАПРЯЖЕНИЯ, ТОКА И МОЩНОСТИ 

ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКА 

Рабочими коэффициентами передачи напряжения,  тока и мощности 
четырехполюсника называют коэффициенты, связывающие соответст
вующие величины на выходе четырехполюсника и на выходе питающе
генератора , нагруженного на согласованное сопротивление. Они из
меряют степень использования мощности генератора .  

Пусть четырехполюсник получает питание от генератора с э .  Д. с .  
Е и внутренним сопротивлением Rr. При нагрузке генератора на  сопро
тивление R 11 .� R l' В соответствии со схемой (см. рис. 2 .56, б) на его вы
ходе будут соответственно следующие напряжение, ток и мощность : 

• •  • • 2 
ио = 1:'/2; 1,,= E/(2Rr) ; S,, =E / (4Rr) , 

где 5" - наибол Ь Ш iJ Я  мощность, которая может быть получена от дан ного ге
нер атора во внешней цеп и .  

В дуальном случае 

i,,=i /2; uu =i /(2Уг) ; Su=i2 /(4Vг) · 

Если генератор будет подключен к четырехполюснику, нагружен
ному на сопротивление R 11 (см . рис. 2 .56, в) , то 

i2= 1�" /ZIlРИИ ;  cj2 = RII i2=t.Я" /ZIlРИИ; 

8. =1 Е: 12 RHII Zl1РИИ '2 , с!О!О=Zllрив/(2RII) = 

Su k . - -р/ ,  S2 - (2 . 1 20) 

где kpu• kp/. I kp !2 - рабочие КОэффИ .lиенты lIередачи соответствен но Н iJ l1ряже
жен и я .  тока и мощности . 

Таким образом, рабочие коэффициенты lIередачи оцени вают режим 
системы передачи сравнением его со случаем отбора от генератора на
ибольшей мощности. 

4* 

В дуал ьном случае 

!i!...- VЩJИИ 

'2 2У Н 
-- =-

у 11 Ри 1.1 
2У •• 

(2 . 1 2 1 )  
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Величины "' " = 1 k "  называют р а б о ч и м и Ф у н к Ц 11 Я М И 
п е р  е Д а ч и .  Как видно, величины kpU и kp/ неодинаковы. Если 
сопротивления  генератора и приемника активные (что часто имеет ме
сто на практике) , то они отличаются друг от друга только масштабом . 
Поэтому можно пользоваться любым из них и ввести один заменяющий 
общий коэффициент. Последнее можно осуществить, если вместо напря
жений и токов рассматривать их нормированные значения,  полученные 
делением напряжений на V R и умножением токов на У' R. Заменяя 
ио юt Uo/V R,., и2 на U2/J/R" ,  /0 на / oV'Rr, 12 на 12 VRИ, получим 

kps= I kp 12 = ." ри о  . 
\ z 1 2 

2 V R[. R" 

(2 . 1 22) 

Нормирование напряжений и токов делением первых и умножением 
вторых на (/ R означает одновременное изменение соответствующих 
сопротивлений заменой величин Z на Z/R . 

При этом входные сопротивления четырехполюсников ZI 1 заменя
ются на Zl IIR ,. , выходные Z22 - На Z2/Rи, а взаимные Z12 -. на Z1 21 
/ VRrR .. . 

Так , например , приведенное сопротивление ! см. формулу (2 . 1 1 8)1 
нормируется, если числитель разделить на произведение R,.RII ,  а зна-
менатель - Ha V R rR " . Не применяя новых обозначений для нормиро
ванных сопротивлений, получим: 

(Z\1 + 1) (222+ 1 )  - Z\2 Z2\ 
Z2\ 

ZllРИD 1 k р = -::-y::-7�;:::::::- = -2 Z п ри н 11 О Р М • 2 Rг RH 

(2 . 12:i) 

Нормированные значения Z'IP II B и kp , будучи рабочими параметра
ми, не содержат в явном виде Rr и RH• обращенных нормированием в 
единицы ,  и безразмерны, что является их характерной особенностью. 
Все это в равной степени относится и к YlJ P II D '  Формулы (2 . 1 20) -

(2. 1 2�) определяют рабочие коэффициенты в самом общем случае 
IIрИ любых Rr и R H • Они характеризуют условия передачи [10 цепям, 
когда критерием оптимальности является передача наибольшей мощ
Н ОСТИ , что существенно в цепях с помехами . 

Часто сопротивление генератора R l' или его проводимость У,. пре
небрежимо малы , и генератор представляет собой источник напряже-
ния или тока. При R r = О U о = Ё = (; J И можно получить простое 
выражение для рабочего коэффициента передачи напряжения . 

Воспользуемся вторым уравнением четыреХ lIолюсника в форме У :  

Заменим 1 = -У н И  2 ' 
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Orсюда 
Ul у22 + ун и2 -У21 

kp(! -� � �� -:.::....;_.:.:..- ; Еu с= -

U2 - У21 и1 У22 +- У .. 

Если к тому же У .. = о (режим холостого хода) 

(2 . 1 24) 

При Уг � О аналогично из уравнения  и2 с= Z2/1 + Z2/2' заменяя 
U 2 на . �  Z.J 2' получим 

F I 

При Z н - О (режим короткого замыкания) 

F1 " �2 _ -Z21 _ � 
'1 Z22 Ун 

(2 . 1 25) 

Выражения (2 . 1 24) и (2 . 1 25) определяют только связи между напря
жениями или токами . Их используют в случаях, когда к .  п. д. И наи
большая мощность несущественны , т. е. при рассмотрении формирую
щих цепей в условиях отсутствия помех и малых напряжениях и то
ках .  Такой подход к рассмотрению четырехполюсников приводит к по
нятию звена. 

2.2 1 .  ЗВЕНЬЯ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ, УПРАВЛЕНИЯ И СВЯЗИ. 

СОЕДИНЕНИЯ ЗВЕНЬЕВ 

Понятие звена. Матрица четырехполюсника с четырьмя элемента
ми дает полное физическое описание его как передающей системы . Если 
четырехполюсник представляет собой электрическую систему переда
чи , его матрица полностью определяет связи между напряжением и то
ком на его входе и выходе, что характеризует также отношение мощнос
тей на входе и выходе. Если четырехполюсник представляет собой ме
ханическую систему,  его матрица определяет связи между положения
ми и скоростями (или двумя другими соответствующими обобщенными 
координатами) в двух точках системы , принятых за вход и выход. 

Во многих случаях нет необходимости в полной физической характе
ристике элементов систем управления и связи , применяемых для пере
дачи и преобразования сигналов. Такими являются случаи работы че
тыреХПОЛЮСНИI<ОВ в режиме, близком к холостому ходу (i 2 = О) . Смыс
ловое содержание выходных сигналов при этом определяется только на
пряжением и его изменением во времени .  Четырехполюсник, работаю
щий в таком режиме, достаточно характеризовать одним из его парамет
ров: 
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· Четырехполюсники часто работают в режиме, близком к коротко
му замыканию (и  2 = О) . Смысловое содержание выходного сигнала 
в таких случаях определяется изменением тока. для характеристики 
четырехполюсника достаточен один из параметров: 

D=i1 /i2; \/D = F[ =i2/i1 • 
Наконеи . если сопротивление нагрузки четырехполюсника подобра

но так .  что tJ1/i1 = tJ Ji 2' то (;11 tJ 2 = iД 2' В этом случае можно огра
ничиться рассмотрением отношени я  токов или напряжений .  

Главной (и общей) задачей для всех этих случаев является выявле
ние изменений величин на входе и выходе от частоты или времени, не
зависимо от возникающих при этом потерь энергии .  Это характерно для 
uепей с усилителями. 

При таком подходе четырехполюсник характеризуют каким-либо 
одним подходящим параметром. В этом случае его обычно называют 
звеном (рис . 2 .58. а) . Таким образом , з в е н о - это односторон
не характеризуемая электрическая иепь, в которой рассматривают од
ну входную и одну выходную величины и для которых , в свою очередь, 
существенна не их физическая природа. а только характер изменения 
во времени или от частоты. Звенья обычно работают в условиях одно
сторонней передачи сигналов. 

Поскольку входные и выходные величины звеньев могут быть выра
жены через напряжения,  токи и любые другие физические величины и 
размерность их никакой роли не играет, входные величины будем обо
значать знаком х, выходные - у. а звенья характеризовать операто
ром k = ylx, определяющим осуществляемое звеном преобразование. 
Этот оператор может быть задан во временной и в операторной формах . 
Вычисление k = ylx часто бывает удобно проводить по си гнаЛЬНQМУ 
графу uепи .  

Если передающая иепь представляет собой неполный четырехполюс-
ник (например , рис. 2.58, б) , то k = ylx = U/i = z. 

При таком подходе стирается грань между четырехполюсниками 
(2 n-полюсниками) и двухполюсниками (n-полюсниками) . 

Звено есть односторонне рассматриваемый четырехполюсник с од
номерными входом fI выходом . В связи с этим уменьшается количество 
соединений, в которые могут входить звенья по сравнению с числом 
разнообразных способов соединения четырехполюсников с двухмер
ными входами и выходами .  

ПаРaJIлельное соединение и способы его реализации .  Параллель
ным соединением звеньев (по аналогии с соединением двухполюсников) 
называют такое соединение, в котором при общей для всех соединен
ных звеньев величине входа общая величина выхода равна сумме выхо

дов каждого из звеньев (рис. 2.59 .0): 

отсюда 
Рис. 2.58 (2 . \ 26) 
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х 
--

k=ZZf 
Рис. 2.59 

Х=Н 21 

Оператор системы параллельно соединенных звеньев равен сумме 
операторов каждого из них.  Это правило соответствует правилу сло
жения проводимостей двух-и четырехполюсников . 

допустим,  что нам надо составить электрическую схему, преобразо
вание сигнала в которой осуществлялось бы по закону 

Нетрудно видеть, что этому условию удовлетворяет ряд схем 
(рис. 2 .59, 6) . Таким образом , параллельное соединение звеньев может 
быть реализовано четырьмя различными способами соединения  элект
рических четырехполlOCНЫХ цепей: параллельным, последовательным 
и двумя смешанными . Физически коэффициент k в этих случаях разли
чен . 

Каскадное, или цепочечное, соединение звеньев. для этого соеди
нения , называемого иногда и последовательным (рис. 2 .60) ,  оператор 
системы соединенных звеньев равен произведению операторов, xap�K
теризующих каждый из входящих в соединение четырехполlOCНИКОВ. 

Для схемы. приведенной на рис. 2 .60 ,  имеем: 

Последовательной подстановкой получаем: у/х = k = k1k2, что со
ответствует правилу перемножения матриц (А ) .  

Встречное соединение или соединение с обратной сВя зью. Это сое
динение содержит два четырехполюсника , из которых хотя бы один 
имеет одностороннюю проводимость. Большей частью это бывает уси
литель (рис .  2 . 61 , а) . Здесь k1 =- Уl/ХI - оператор - коэффициент уси
ления, или функция передачи первого усилительного звена; k 2  = У2/Х2 
- оператор - коэффициент усиления ,  или функция передачи второго 
пассивного звена, 

Найдем k = у/х для всего соединения: 

Отсюда 
(2 . 12Н) 

Если на входе усилительного эле
мента величины х и k 2Y складывают
ся ,  то коэффициент усиления системы 
бол ьше k l , и обратную связь назы-

�X'I k, 

(2 . 1 2i) 

I�:r' I kz 19,;9 
Рис. 2.60 
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вают rt О Л О Ж И Т е л ь н о й .  в случае вычитания х и k2y обратная 
сВЯЗЬ о т р и Ц а т е л ь н а, коэффициент усиления системы мень
ше k] и зависит от него тем слабее, чем больше обратная связь . 

При большом k ]  произведение k]k2 превышает единицу и k =с l / k2• 
Отрицательная обратная связь оказывает стабилизирующее действие, 
снижая зависимость k системы от случайных изменений.  При положи
тельной обратной связи и наличии усилительного элемента в цепи воз
можно неограниченное (в пределах линейности) нарастание сигнала -

--- неустоЙчивость .  
Как и при параллельном соединеНИII звеньев, соединение с обрат

ной связью можно реализовать различными соединениями четырехпо
люсников.  Возможные способы получения соединения с обратной свя
зью показаны на рис. 2 .6 1 , 6. 

Обратную связь широко используют для получения заданных ста
бильных характеристик усилителей (см. рис. 2 .42) . 

В качестве примера рассмотрим усилитель с параллельной обрат
ной связью по напряжению (рис. 2.62 , а) . Название обратной связи оп
ределяется подачей на вход усилителя части напряжения с его выхода . 
Это напряжение подключается параллельно напряжению источника, 
действующего на входе усилителя .  

При параллельных соединениях удобно пользоваться проводимос-
1'ям и .  Поэтому источник напряжения с э. д. с. Е и внутренним сопро
тивлением R ,. заменим источником тока j �" Е I R l' С внутренней прово
димостью Yl'�-� ] /R r •  а усилительный элемент - схемой замещения (см . 
рис. 2 . 27, 6) , в которой положим Y12 �-= О.  Получим эквивалентную схе
му усилительного каскада с обратной связью (рис. 2 .62 , 6) . 

а) х У, а) j, -

Xz 
У2 

• 

Е, 

о) k, k, 6) 

1 

/(, k, 

о 

Рис. 2.6 1 
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в качестве kj примем отношение 
V2/U1 = (;2 /( fIY,.) = Уг/ У " р ив ,  при У12= 
= О получим: 

и2 У)' 
kl = � =  

и1 УЩ!И8 ( У , , + Уг) (У2' + УН) 

(2 . 12H) 

За величину k2 примем : 

1 

k.=U,,/ U2 =YO/Y )' ;  }'о « Y r •  

0-� /(1= ; 
- k = а  -2 

Рис. 2.63 

КОэффИIl.иент передачи усилителя с обратной связью 

k 

k2 произведение k1k 2 > 1 и 

k k] 1 у'.. Ro 
I +-k. k2 � k; = уа = !i;: 

! сравним с выражением (2 . 78) 1 .  

...L 
р+а 

(2 . 130) 

(2 . IЭ I ) 

В качестве другого примера рассмотрим соединение с обратной 
связью. первое звено которого есть интегратор k] = 1 1  р, а второе осу
ществляет умножение на постоянную k2 = а (рис. 2 .63) . В этом случае 
k = k/( I + k, k2) = J /(p -\- а) . 

Если сигнал снимать с входа первого звена,  то k'  = р/(р + а) . 
Связи между входным и выходным сигналами здесь подобны связям 
между напряжениями и токами в двухэлементных двухполюсниках гС 
и rL . Из этого следует. что, соединяя параллельно несколько цепей . 
подобных приведенной на рис .  2.63. получим каноническую схему, ко
торой можно реализовать сколь угодно сложную рациональную зави
симость k (р) . 

Существенно то обстоятельство, что для получения разных зависи 
\юстей коэффициента передачи от частоты в цепя х  с элементами г ,  L .  
С используют реактивные элементы двух типов. Например , для полу
чения зависнмости 

I jL А А 
(rjL) -гр 

необходима индуктивность, а для получения зависимости 

нужна емкость. 

I jrp А Ар 1 р + а  Р-Р I  

Р Т-(, ' " 

Применяя соединения  с обратной связью, обе зависимости можно 
получить по  схеме (см. рис .  2 .63) , в которой для осуществления IIреоб
разования  l /р используют операционный усилитель с емкостью в це
пи обратной связи . 
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Рис. 2.64 

Диаграммы flрохождения сиг налов . Системы связи , телеуправления ,  
автоматического регулирования и др . обычно состоят из большого 
числа соединенных между собой раЗJIИЧНЫМИ способами более простых 
элементов . . . звеньев. Свойства таких  соединений удобно определять 
составлением и упрощением сигнального графа . Рассмотрим схему 
(рис .  2.64, а) . Ее граф, называемый также диаграммой прохождения 
сигналов, приведен на рис. '2 .64, 6. Вид графа полностью соответствует 
схеме . Передающие свойства системы исходя из соединения звен ьев 
можно определить следующим образом: 

передача прямой ветви (k] -+- kJ k :, = k ; ,  
всей системы k = k i/( l  -k ;  k4) . 
Эту же величину можно найти как передачу графа , если воспол ь

зоваться правилами элементарных преобразований (рис. 2 .64. в) . 
Первые два правила, относящиеся к определению передачи пути , обра
зованному двумя последовательно проходимыми ветвями , и к парал
лельному соединению ветвей , применялись нами и ранее. Третье и чет
вертое правила , относящиеся к контурам обратной связи применитель
но к графам, формулируются впервые. Справедливость и х  выте
кает из тождественности схем , приведенных на рис.  2.64, а и б, и пра
вил соединения звеньев с обратной связью. 

Звенья с многомерными входами и выходами.  Обрабатываемые в 
современных системах управления и связи сигналы могут быть вектор
ными. Преобразующая их  система представляет собой звено с многомер
ными входами и выходами . Число входов может не совпадать с чис
лом выходов. Простейшим примером такого устройства может слу-

Рис. 2.65 
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жиТ!, операционный усилитель: у него два 
входа и один выход. 

Входы и выходы можно подразделить 
на соедин яемые н несоединяемые (диагно
стические) . Пример соединения звеНl,ев та
кого ти "а иллюстрируется схемой . приве
ден ной на рис.  2 .65 .  



2.22. ОБЩИЕ СВОйСТВА ФУНКЦИИ ПЕРЕДАЧИ 
ОБРАТИМЫХ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНЫХ ЦЕПЕЙ 

Условия передачи сигналов от генератора к приемнику через вклю
ченный межлу ними четрырехполюсник вполне характеризуются 
частотной зависимостью одного из рабоч их КОэффИЦJ-lентов k " или ,0-
ответствующf:'Й ему функцией передачи .  

Рабочие коэффициенты передачи отличаются от приведенного со-
противлени я  множителями R .. Rr  или 11 RиR г, которые с полным осно
ванием можно считать независимыми от частоты. ТаКII М образом, свой
ства k " или F как функции частоты вполне определяются соответс:г
вующими свойствами величины ZПР"'" Из формулы (2. ] ] 8) видно, что 
как функция частоты или параметра р приведенное сопротивление 
представляет собой ращ!Ональную дробь, поскольку рационаЛЬНЫМ1i 
дробями являются ZlI , Z1 2 ' Z22 ' 

Услови я физической осуществимости четырехполюсной электричес
кой цепи формулируют по-разному, в зависимости от используемой 
характеристики цепи:  временной , частотной (или оператор ной) F «(1) 
или kp (ю) .  Во временной трактовке они формулируются проще: сиг
нал на выходе цепи не  должен llOЯВЛЯТl,СЯ раньше сигнала на входе. 
Отсюда 

G (t)= F - I I F (ш) i = О ври 1 < 0  

�o условие при использовании частотной характеристики при во
дит к требованию 

00 " I I n F (ш) / 
'----"-''-' d ш < 00 . 

• l + w2 
О 

Передаточна я функция F «() ) физически осуществимой I�епи на  оси 
вещественных частот должна вести себя так ,  чтобы интеграл имел ко
нечное значение. Из этого следует, что 1'"  (t,» 1 не может умен ьшаться 
с увеличением частоты слишком КР" ТО (не круче, чем е 1"'1) . 

Соответствующую заданной характеристике IF « (0) 1 фазовую харак
теристику вычисляют по амплитудной на основе связи между ними , ко
торая следует из аналитичности функций ,  описывающих свойства 
четырех полюсных цепей, и определяетсн преобразован ием Гильберта . 

F.:с. /И '" «(1) = 1'" ( ы) 1 е -!А ( Ы ) . 

I 
то ' п  I F (ы) 1 ==  --

л 
00 о 

':'10 00 

1 \  ((О) = - du = -- ----'-'-'--'- dll . I �' ln / F (ffi) 1 2 \' ш lп I F (ю) / 
2 2 Л Ы -и Л "  It --- (О) 

- 00  о 

При прео6разовании и нтегралов учтена I/ечетная симметри я  фазо
ВОЙ характеристики и четная амплитудной. 
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Цепи ,  для которых справедливы указанные выше соотношения 
имеется ()днозначная связь между /F (00)/ и е (ы) , называют м 1 1  1 1  1 1 -
М а л ь н о -ф а з о в ы м и .  Н е м и н '1 М а л ь н о -ф а з о в ы м и 
являются мостовые схемы , образованные из реактивных взаимообрат
I I Ы Х  сопротивлений , и цепочечные соединения ,  содержащие такие эле
Mel lТbI . 

Условия фИЗllческой осуществимости операторной характеристи
ки F (р) формулируют так : 

вещественная и мнимая составляющие функции передачи должны 
представлять собой с()ответственно четную и нечетную функции часто
ты ; 

функция  передачи :1 1O('( )11 пассивной цепи должна иметь веществен
ные нули и полюсы 11 Л 1 1  нули И полюсы, образующие сопряженные ком
плексные пары; 

ни один из полюсов функции передачи не может находиться в правой 
полу плоскости , а полюсы , расположенные на мнимой оси плоскости р ,  
должны быть простыми;  

нули функции передачи могут быть в любой точке плоскости . 
Если цепь характеризуется не функцией передачи F (р) -� и 2 (р)/ 

/и1 (р) или аналогичными ей характеристиками , а рабочим коэффи
циентом передачи kr  с=. 1 I"P или приведенным сопротивлением ZП Р IIВ ·  
.� 2 V R eR IIk р ,  то условия физической осуществимости изменяются в 
связи с тем , что нули F (р) есть полюсы k p , и наоборот. 

Требования физической осуществимости приведенного сопротивле
ния (сопротивления передачи) или рабочего коэффициента передачи 
можно сформулировать так: 

вещественная и мнимая составляющие должны предста влять собой 
соответственно четную и нечетную функции частоты ; 

сопротивлеНJlе передачи любой пассивной цепи должно иметь ве
щественные нули и полюсы, нули и полюсы, образующие сопряженные 
комплексные пары; 

ни один из нулей сопротивления  передачи не может находиться в 
правой полуплоскости р ,  а нули , расположенные на  мнимой оси плос
кости р ,  должны быть простые; 

полюсы сопротивления  передачи могут лежать в любой точке плос
кости . 

2.23. ПРИЕМЫ СИНТЕЗА ОБРАТИМЫХ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 
ПО ЗАДАННОЙ ПЕРЕДАТОЧНОй ФУНКЦИИ 

Синтез четырехполюсника по заданной функции передачи заключа
ется в определении сопротивлени й  или проводимостей, образующих вы
бранную для реализации схему, в простейшем случае схемы Т,  П или 
моста . Известные приемы решения  этой задачи крайне разнообразны . 
зависят от специального назначения цепи и вида образующих ее эле
ментов гС, LC или rLC. Некоторые из них изложены далее при изуче
нии корректоров и фильтров. 

В этом параграфе ограничимся рассмотрением прнем()в синтеза че
тырех полюсникон по реаЛИ '�уем()й ФУНIЩИИ передачи для некоторых от-
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носительно простых случаев. Как было показано, рабочие коэффициен 
ты или функции передачи могут быть выражены через сопротивлени я 
передачи , а последние, в свою очередь, - по формулам (2 . 1 17 ) .  (2 . 1 1 8) 
через сопротивления холостого хода . или проводимости передачи, за
висящие от проводимостей короткого замыкания. 

Таким образом, способ представления  функции передачи (через со
противление или проводимость) определяет выбор подлежащих нахож
дению параметров четырехполюсника: сопротивления холостого хода 
или проводимости короткого замыкания .  По сопротивлениям холосто
го хода легко строится схема Т ,  по проводимостям короткого замыка
ния - схема П .  В обоих случаях легко может быть составлена мосто
вая схема . 

В ряде случаев функции передачи и задача синтеза значительно уп
рощаются в зависимости от значений сопротивлений (проводимостей) 
генератора и нагрузки и правильного выбора функции передачи. Так. 
например . при Rr = О в соответствии с формулой (2 . 1 24) систему пере
дачи выгодно характеризовать функuией 

и2 - У2 . рu = -.- = у _J __ Y и) 22 ' Н 

Если еще и Ун = О (холостой ход на выхщте) . то 

Ри= и2 = -У21 _ � 
U. у 22 Zl \ 

При Ог = О в соответствии с формулой (2 _ 1 2) 

i2 Z2 1 F 1 = -,- = ---"-'-1. Z22 + R" 
р/ = Z2.1Z22 = У 21! Yl1 -в случае R "  =0 

Пусть функuия 
I N ( 1') -

передачи F = У 21l Yll задана в виде F = М (р)/ 

Умножим числитель и 

Очевидно. следует выбрать: 

знаменатель дроби 

р= М (р) L (р) 
N (р) L (р) 

на многочлен L (р) :  

Y21 =M (p)/L (p) и Yll =l. (p) /N (p) . -
это и является решением задачи синтеза цепи, если L (р) выбрано над
лежащим образом . 

В тех случаях. когда синтезируемая uепь охарактеризована функ
цией передачи рu = - у 1 2/( У 22 + У н) , можно поступать так .  Не сни
жая общности . можно полагать У н = 1 (это равносильно нормирова
нию) . Тогда Fu = - у 21/( 1 + У 22) ' 

Функци я передачи f' (р) = м (р)/ N (р) представляет собой рацио
нальную дробь. которую разложением N (р) на два слагаемых можно 
записать в виде 

р, (р) = 
м (р) 

N. (р) + N2 (р) 

л1 (p)/N 1 (р) - ---����-
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Очевидно, что можно выбрать следующие параметры: - У 21 = М (р) 
/N] (р) ; У22 = N2 (p)/N . (р) и по ним реализовать схему. Однако для 
того чтобы задача решалась при разложении ,  следует учитывать усло
вия реализации. 

Аналогично решают задачи . если задана функции F f (р) = - Z,,]/ 

/(ZZ2 + R н) , 
Си нтезируемые таким образом цепи могут быть частями более слож

ных необратимых цепей с усилителями, входы и выходы которых и соз
дают услови я Rr � О,  RH '" 00 . Минусы у У12 И Z12 есть следствие 
направления тока и потому отбрасываются . 

2.24. КАНОНИЧЕСКИЕ СХЕМЫ СОЕДИНЕНИЙ 
ИНТЕГРИРУЮЩИХ ЗВЕНЬЕВ 

С ЗАДАННЫМИ ПЕ РЕДАТОЧНЫМИ ФУНКЦИЯМИ 

В § 2 .23 рассмотр{'ны приемы построения электрических цепей 
по заданным передаточным функциям . Предполагалось, что цепи стро
ят по схемам Т ,  П или моста, а R качестве элементной базы использv
ют индуктивности , конденсаторы и резисторы. 

Цепь  с определенными передаточными свойствами можно получить, 
используя в качестве элементной базы интегрирующие звенья, усилите
ли и сумматоры . Пример такой схемы приведен на рис .  2 .66 . Интегра· 
торы l /p выполнены 110 схеме (см . рис. 2 . 43 ,  а) ; квадраты , обозначен
ные Q i '  представляют собой усилители с усилением а; и могут быть 
выполнены по схемам (см . рис. 2. 42 , Q или б) ; в качестве сумматоров 
использованы операционные усилители.  

Рассмотрим связи между входными и выходными величинами сум
матора .  Легко видеть , что вход х и выход у удовлетворяют соотноше
ниям: 

у 
-------.:----- х ;  ., 2 + 1 + (la Р' -t (/2 Р (/[ Р (/0 (2 . 1�2) 

Теперь рассмотрим схему, приведенную на рис. 2.67 .  Связь между 
х и z такая же, как между х и у (см. рис .  2 . 66) : 

Рис. 2.Gб 
J J О 

z = -------.:-- .---

(/3 p� -t (12 р2 + (11 рl + ао 

Но непосредственно из схемы сле
дует, что 

у = (Ьа (1" + Ь2 р2 + Ь 1. рl + 00) z = 
Ьа р3 + 112 р2 + /; J 1'1 + 00 

(lз р" + (/2 р2 + и l  Р 1 + (1" 
, х = Ао2 (р) х .  

(2 . 1 3:�) 



у � +  
/ 

Ьз Ь2 Ь, ЬО 
f:"a p'z p3Z pZZ Х pZ ,-Z . + 1 l/аз 1/р 1jp I/Р - -� 02 01 00 

I 

Рис. 2.67 

Рассматриваемая схема каноническая .  Она содержит минимально 
возможное число элементов используемого типа. Имеется четкая одно
значная связь между схемой и соответствующей ей функцией передачи . 
При переходе от функции к схеме и наоборот никакие вычисления  не 
требуются .  

При изучении канонических схем двухполюсников было установле
но, что разные канонические схемы получают различными преобразова
�:иями исходной рациональной дроби Z (р) . Точно так же, преобразуя 
k2 (р) , можно получить другие эквивалентные канонические схемы пере
дающих цепей . Положим для простоты аз = 1 (этого можно достичь, 
уменьшив все коэффициенты в аз раз) . Перепишем выражение (2 . 1 33) в 
в виде 

(p:I + 1l2 р2 + II I  p l  +ао) у = (ЬЗ р3 + Ь2 р2 + hl рl + Ьо) Х 

и затем его преобразуем, собрав слагаемые, содержащие р в оди
наковых степенях .  Это дает : 

Разделив последнее выражение на р3 и решив относительно у, получим: 

[ 1 1 1 ] у =  b:j x + - (h2 x - C2 Y) + -, (hl X - lll у) + -- (Ьо х -ао у) · 
р р2 р3 _ 

(2 . 1 34) 

Рассмотрим и сопостаВlfМ с выражением (2 . 1 34) каноническую схе
му для получения функции k2  (р) второго вида (рис . 2 .68) . 

Канонические схемы на инте- х �------�------�------� граторах. так же как и схемы за-
мещения цепей Т и П ,  могут быть 
использованы в двух направле
ниях:  для моделирования сущест
вующих цепей с известными пе
редаточными функциями и построе
ния цепей с заданными передающи-
ми свойствами . 

у 
Рис. 2.68 
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2.25. РАЗВЕТВЛЕННАЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ЦЕПЬ 
КАК ДИНАМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА 

Рассмотр и м  еще раз передаточную функцию: 

k 
(р) = 

у (р) = ьз р3 + ь2 р2 + ыl + ь оo 
х (р) p3 + az р2+ и1 р + ио 

Оператор р - это символ дифференцирования по t. Цеп ь  с переда
точной фун кцией (2 . 1 33) удовлетворяет дифференциальному уравне
нию: 

d:] d2 d d3 d2 d 
-- у + а·, -- у J.. и] - у � llo U =Ьз -- х + Ь2 Х + Ь] .- х + Ьох . 
dP • dt2 ] dt I � й/а d/2 dt · 

Это уравнение позволяет рассматривать процессы в цепи при нуле
вых и ненулевых начальных услови ях .  Сложность решени я уравнения  
такого типа  быстро возрастает с увеличением его порядка . Поэтому вы
годно уравнение высокого порядка заменить системой взаимосвязан
ных уравнений пер вого порядка.  При этом в качестве переменных. чис
ло которых равно порядку исходного уравнения .  рассматри вают само 
переменное и его последовательные прои зводные. Обозначим эти пере
менные Z; (см . рис . 2 .68) . Используя вновь для обозначен ия d/dt опе
ратор р . и з  схемы как уравнения равновесия  для сумматоров получим: 

Z ]  = У - Ьз х; Z2 =pz[ t- щ  y - II. х; 

Z3 =pl2 + а ] у -Ь] х ;  n = pz� + I/О !} -Ьо х . 

В эти х  уравнениях 
У = Ь:I x + Z] . 

Подставим равенство (2. 1 36) в ур авнения (2 . 1 35) и 
сительно Il РОИЗВОДН ЫХ : 

где 

рг] = -(12 г ] +- 22 +- (112 - Ь:! 112) х; 
рг2 = -11] г1 + га + (Ь] - Па 11] ) х; 

РZЗ = --ао Z] + (110 -ь:, а,,) х .  

Введем вектор состояния цепи 2 = (2\222:1) ' тогда 
Z =  AZ+ Bx , 

(� �\); в=и: =�� �: ) .  о О, \ЬО - hз ао , 

у = hз x + Z ] . 

(2 . 1 :�5) 

(2 . I :�ti) 
решим и х  ОТНО-

(2 . 1 :З7)  

Переменные Z\. Z2' Zз определяют состояние 
(2 . 1 37) называют д и Ф Ф е р е н ц и а л ь н ы М 

цепи . Уравнение 
у р а в н е н и е м  

с о с т о я н и я ц е п  и .  Его решение имеет вид: 
t 

Z (t) = l (10) e A ( I - I.) + \. е.4(1 - "С) ВХ (1) dT .  (2 . 138) t� 
в выражении (2 . 1 38) в ОТличие от соотношения ( 1 .4) А и В -- мс:трицы 
Н t(J =1= О . 
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Глава 3 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 

С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

(ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЛИНИИ) 

3. 1 .  ПАРАМЕТРЫ И УРАВНЕНИЯ 
ОДНОРОДНОЙ УЕДИНЕННОЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЦЕПИ 

Электрические линии на железнодорожном транспорте .8 телемеха
нике и связи на железнодорожном транспорте по сравнению с другими 
отраслями народного хозяйства широко используют электри ческие ли
нии самых различных конструкци й ,  которые работают в услови ях 
взаимных вли я н и й  со стороны электротяги и линий электропередачи . 
Так , н а п ример , на участке с электрической тягой н а  переменном токе 
вдоль железнодорожного полотна р ас положены контактные провода и 
питающие и х  высоковольтные линии;  рельсовые цеп и ,  по которым про
ходит тяговый ток и которые используют также для целей железнодо
р ожной телемеха н и к и  (а втоблокировки и а втоматической локомотив
ной сигнализа ции); высоковольтная л и н и я  автоблокировки ;  кабели 
связи ; радиоволновод, обеспечивающий радиосвязь с электровозам и , и  
др . Поэтому п роцессам , происходящим в электр ических лин и я х ,  уделя
ют особое внимание, причем рассматр и вают процессы в уединенной и во 
взаимосвяза нных линиях . 

Для цепей воздушных и кабельных линий связи , высоковольтных 
лини й ,  радиоантен н ,  полосковых линий В радиоустройствах, выполнен
ных с использованием печатного монтажа , рельсовых цепей и др . харак
терно ИЗМ2нение тока в ка ждой точке цепи вследствие наличия полной 
проводимости ,  распределенной по ее дл ине. Этим электр и ческие л и н ии , 
и вляющиеся цепями с распределенными параметрами , отличаются от 
цепей , рассматр и вавши хся ранее, ветви котор ых предполага.тшсь цеп я 
м и  с сосредоточенными параметрами . 

Электрические цепи с сосредоточенными и распределенными па
раметрами. Во многих I1рактических задачах, связанных с расчетом 
злектр и чес ких I lепей , ток в которых обычно имеет малые частоты , ис
точни ком энер гии я вляется ОДИII определенный элемент цени ,  а по от
ношени ю к l Iасся вным элементам можно с достаточной ТОЧIIОСТЬЮ допус
тить, что к а ждый 11З основных "ар аметров цепи - сопроти влен ие,  
индуктивность и емкость - - сосредоточен в своем месте, Это значит, что 
эле ктри ческое и МЩ'н итное поля разделены пространственно (пер вое 
связано с конденсатором , второе - - - с катушкой) . Схема такой I�епи 
нри веден а  на р и с .  3 . 1 ,  а, она "равию,но отражает свойства цепи п р и  
относитеЛI,НОЙ малости l1аразитных lJараметров элементов цепи и ем
кости соеди нительных проводав. При удовлетворе н и и  эти х  УСЛОВII Й 
Ilепь называют э л е к т р и q е с к о й ц е I! Ь Ю С с о с р е Д о т о
ч е н н ы м и 11 а р а м е т р а м и .  
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Для рассматриваемой цепи ха

рактерны одинаковые значения то
ков во всех ее последовательно сое
ди ненных частях .  Счита я, что цеп ь  
имеет сосредоточенные параметры 
Г, L, С, изучают только процессы 
накопления и преобразования  элек
тромагнитной энергии в ее элемен
тах , пренебрегая процессами рас
пространения электромагнитной 
энер гии в окружающей среде. 

Источник u (t),  поставляющий энергию в цепь ,  и р асходующий ее 
пассивный элемент могут быть рассмотрены как элементы, входящие 
в состав данной цепи , или как внешние по отношению к ней . В простей
II IIIХ случа ях резистор считают элементом цеп и ,  а источник "- внеш
ним по отношению к ней . Цепь, схема которой при ведена на рис.  3. 1 ,  а,  
состоит из  двух двухполюсников: активного источника э.д.с.  и (t) и 
пассивного, содержащего г, 1, и С. Источник э.д.с. u (t) отражает связь 
рассматриваемой цепи с внешней средой , посредством которой энер
гия из внешней среды поступает в цепь ,  а элемент с сопротивлением г 
отражает связь, посредством которой энергия  из цепи уходит во внеш
нюю среду в виде тепла , механического движени я  и т. д. 

При БОЛ ЫI IОЙ длине соединительных проводов ,  т. е. передаче элект
рической энергии , особенно высокочастотной , по лини и ,  длина которой 
соизмерима с длиной волны электромагнитного колебани я ,  нельзя не 
учитывать сопротивление, индуктивносТl, и емкость, распределенные по 
всей ее длине. Электри ческое и магнитное поля в этом случае распреде
лены вдоль линии И пространственно совмещены. Такую линию назы
вают э л е к т р И Ч е с к () й ц е п  ь ю С р а с п р е Д е л е н н ы
м и  п а р а м е т р а м и . 

Для щ'пи с расп ределенными lIараметрами характерны неодинако
вые токи в различных ее точках вследствие наличия токов смещения 
между отдел ьными частями цепи (а часто и токов проводимости из-за 
несовер шенной изоляции) .  Рассматривая цеlll>, как обладающую рас 
пределенными параметрами,  изучают НрОl lесс распростр а нения 
Э,11 ектромаГНИТII ОЙ энергии в ней . 

Цепь с распределенными параметрами может включать в себя так
же распределенные источники напр яжения или тока (рис. 3. 1 ,  б) . 
Электрическая цеш>, изобраЖСl Iнан l Iа этом рисунке, получает энер гию 
от источника э .Д.С.  u (1) , подключенного к ней в точках 1 и 2. Посту
flаlOfцая в цеll l, энергия частично расходуется на нагревание ее прово
ДОН И и:юляци и ,  частично нередаетсн приемнику (нагрузке) с сопротив
.II t'I/Ш'М R " , ПОДКЛЮЧСIllЮМУ К ней в точках .1 и 4. Если источник и при
t' M " " f< (,""тап. внеНШИМII 'мементами по отношению к цепи ,  то послед
ШI Н 1 I 1)('л.ставляет собой четырехполlOСНУЮ цеп ь ,  или четырехполюсник . 
М( )деЛl lРУН ЭJlеКТР1lческую цеП l> составлением ее эквивалентной схемы 
Kill< цепи с сосредоточенными или р аспределенными параметрами,  мы 
ОllреД('JI{'/f IlЫМ образом а ППРОКСlIмируем свойства этой цепи и тем самым 
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в значительной степени предопределяем характер рассматриваемых 
процессов и результаты последующего анализа. 

Поскольку до сих пор наиболее широко при меняемой электрической 
линией является цепь, образованная двумя одинаковыми параллель
ными приводами ,  принято изображать цепи с распределенными пара
метрами электрической схемой (см. рис . 3. 1 ,  б) . 

Соотношения между напряжениями и токами, характеризующие 
процессы в такой цепи, являются общими для всех технических раз
новидностей электрических линий и применяются для расчетов линий 
всех КОНСТРУJ,ЦИЙ в самых разнообразных отраслях электротехни
ки.  

При изучении процессов распространения электромагнитной энер
гии вдоль электрических цепей с распределенными параметрами сами 
цепи характеризуют их параметрами, а процессы в них - напряжени
ями и токами, которые зависят от двух переменных :  времени и прост
ранственной координаты . 

Для получения исходных соотношений, определяющих П)jОЦессы 
в цепях с распределенными параметрами (линиях) , используют так на
зываемые п е р в и ч н ы е п а р  а м е т р ы ц е п  и: сопротивление 
проводов R , Ом/км , их индуктивность L, Гн/км, проводимость изоля
ции а, I 10M ' KM,  И емкость проводов С, Ф/км. Физически эти парамет
ры представляют те же свойства цепи ,что и в цепи с сосредоточенными 
параметрами . 

Если значения первичных параметров линии остаются неизменными 
по всей ее длине, линию называют однородной . 

Уравнения линии в установившемся режиме гармонического пере
менного тока. Уравнение равновесия напряжений L�епи (см. рис. 3. 1 , а) 
в установившемся режиме переменного тока имеет вид: 

. . 1 . . 
г/ (00) + jooLl (Ю) + -.- / (00) = и (00) . (3 . 1 ) 

JooC 

Оно вполне определяет процессы в цепи, поскольку по частотной ха
рактеристике Z (ы) = г +  jroL + 1 ЮыС) , пользуясь связями между ха
рактеристиками, можно получить сведения о поведении цепи при воз
действиях любой формы . 

Поэтому рассмотрим цепь с распределенными параметрами также в 
установившемся режиме переменного тока и определим для нее необ
ходимые частотные характеристики. Проводимость G и емкость С, рас
пределенные вдоль всей длины линии, вызывают утечку тока, который 
неодинаков в различных ее точках. Поэтому для расчета условий пере
дачи энергии по линии нельзя применять уравнение цепи с сосредото
ченными параметрами, выведенное в предположении, что ток остает
ся неизменным ВДШ1Ь всей неразветвленной цепи. 

Однако если участок линии dx столь мал, что изменениями тока и на
пряжения вдоль него можно пренебречь (рис. 3.2, а) , то ДЛЯ этого участ
ка линии можно составить эквивалентную схему (рис. 3 .2, 6).  Здесь 
Rdx - активное сопротивление участка линии; Ldx -_ .. индуктивность 
участка линии;  Cdx - емкость между проводами ; Gdx - проводимость 
изоляции между проводами на участке линии . 
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Эквивалентная схема только приближенно отображает свойства 
участка цепи с распределенными параметрами . В линии утечка тока 
происходит по всей длине участка, а эквивалентная схема отражает 
утечку тока только на его конце. Однако при интегрировании дифферен
циальных уравнений, устанавливающих связь между напряжениями и 
токами участка dx линии,  получаются результаты, точно отображаю
щие взаимозависимости междуU (х) и i (х) в линии конечной длины. 

Применяя закон Ома к эквивалентной схеме, найдем падение на
пряжения в проводах на участке dx: 

-dU== (R +jroL) dxi . 

'-оответственно утечка тока 
-di = (О + jroC) dx (U+ dU) . 

Знак минус указывает на то. что приращения d и и di отрицательны. 
Разделив -- d (; и - di на dx и исключив во втором случае бесконечнn 
малую величину второго порядка, получи.\{ 

dU . ' 
- -- = (R + jroL) /= Zпр / ;  

dx 

Это д и Ф Ф е р е н Ц и а л ь н ы е у р а в н е н и я л и н и и . 
которые характеризуют цепь с распределенными параметрами, так же 
как уравнение (3 . 1 )  -- неразветвленную цепь с сосредоточенными пара
метрами . 

Так ж� как уравнение (3. 1 )  верно, независимо от конструкItий, вхо
дящих В цепь катушек индуктивностей, конденсаторов и резисторов. 
уравнение (3.2) справедливо для всех конструкций однородных линий. 
Изменение конструкции линии приводит только К новым численным 
значениям параметров R. L .  С и а. 

Наиболее характерные конструкци? линий и картины соответст
вующих им статических э.'1ектрического и магнитного полей приведены 
на рис. 3.3. Во всех случаях часть пространства , охваченного элект
ромагнитным процессом, ограничена поверхностями металлических 
проводников, форма которых определяет структуру соответствующих 

а) х 
j(X) 
и(Х) 

О) ilx/ !JЩ 
и( ж} 

1 1 6 

dx 
Ndx, Ldx Сdж,СdЖ 

l dx 
1 

= �Cdx JGdr 

Рис. 3.2 

jp:)�dkr, 
(jЩ+dtiщ 
ilI)+di(x) 

полей и возможные направления 
их движения (вдоль линий) . Каж
дая последующая конструкция ли
ний может рассматриваться как 
видоизменение предшествующей. 

Если нижний провод двух про
!J{ж,+dU(ж ) водной линии (рис. 3.3, а) разрезать 

по радиусу оа и развернуть, то по
лучается однопроводная линия над 
проводящей плоскостью (рис. 3.3,6). 
Если проводящую плоскость одно-



а) 

г) 

: »ffl'{;€'W!К : 
Рис, З.З 

проводной линии завернуть вокруг цилиндрического проводника.  по
лучается коаксиал ьный кабель (рис . 3 .3 ,  в) . Сплющив последний и от
бросив несущественные для процесса удаленные короткие стенк и ,  при
дем к полосковой линии (рис. 3.3, г) . Совершенно очевидно.  что рассмот
ренные деформации границ пространства не могут существен но влиять 
на фи зическую природу электромагнитных процессов . Во всех случая х  
они остаются процессами распространения  электромагнитных полей 
вдоль металлических границ. Поэтому рассмотрен ие процесса в какой
либо одной из линий при водит К выводам,  справедливым в основном и 
для всех других . 

В простых случаях (например , для двух-, однопроводных И коакси
альных линий) ,  когда распределение магнитного и электри ческого по
лей известно, первичные параметры можно вычислить с достаточной 
для практики точностью. В более сложных случаях,  например , для 
рельсовых цепей . когда проводники-рельсы имеют сложное поперечное 
сечение, первичные параметры находят измерением . Проводимость 
изоляции для всех типов линий устанавливают опытным путем. 

Решение уравнений линии. Для перехода к уравнению, содержа
щему одну функцию, продифференцируем первое уравнение (3.2) по х: 

d2 iJ di 
-- -Z --
dx2 - щ> dx 

и подста вим сюда значен ие di/dx из второго уравнения:  

d2 iJ / dx2 =ZIII> у ИЗ iJ . 
Обозначив ZII I .Y"" = (Rиа + jшL) (О + jшС) = 1'2 , получим: 

d2 U . 
ИЛИ _ _ ,,2 U=О.  

dx2 ' 

Аналоги чное уравнение можно получить и для 1.  Это обыкновенное 
дифференциальное уравнение второго порядка с постоянным коэффи
циентом . Его общий интеграл 

U· ( ) -А -УХ+ А УХ -А -VZПР УИЗ Х +А VZпр УНЗ Х х - [ е 2 е - l е  2 е , 
где (; (х) ,  А1, А2 - напряжения;  

(3 . 3) 

'1= V ZпрVнз - комплексный коэффициент, называемый к 0 3  Ф Ф и-
ц и е н т о м р а с 11 р О С Т Р а н е н и я в о л н ы. 

1 1 7 



Соответствующее уравнение ДЛЯ тока можно получить, воспользо
вавшись исходным дифференциальным уравнением первого порядка: 

dtJ . . 
-- = (R + jooL) 1 =ZПР 1 ;  (3 . 4) 

dx 

. -1 dtJ - 1 dtJ 
откуда 1 =  - = - - . 

(R + jooL) dx ZПР dx 

Подставляя в это выражение значения и из формулы (3. 3) и выполняя 
дифференцирование по х,  получим : 

i = у (Al e -УХ-А2 еУХ) . ZПР 
Обозначим величину, имеющую размерность проводимости . 

у у .. ;- G + jooC 1 
ZПР = R + jooL = V R + jooL = Zп • 

Величину ZB называют в о л н о в ы м с о п р о  т и в л е н и е м 
л и Н и и .  Тогда решение системы дифференциальных уравнений (3.2) 
примет вид: 

ZB �' "V(R + jooL) / (G -f-iооС) - УZпрlУ из · 

Величины l' и ZB называют в т о р и ч н ы м и 
в ы м и  п а р а м е т р а м и  л и н и и .  

3.2. ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЛИНИИ. 
ВОЛНОВЫЕ ПАРАМЕТРЫ 

(3 .5) 

(3 . 6) 

и л и  в о л н о-

Падающая волна напряжения. Рассмотрим, что представляют со
бой физические процессы в линии, описываемые уравн�ниями (3.5) . 
Пусть в них х = О. Тогда напряжение в начале линии и (О) = А 1  + 
+ А 2' Здесь А 1  и А 2 - составляющие напряжения в начале линии. Бу-
дем поэтому вместо А} писать И' (О) и вместо А 2 = И" (О) . 

Рассмотрим первое слагаемое первого уравнения  (3 .5): и ' (х) = И ' (О) е-УХ . 

Полагая ,  что комплексный коэффициент l' состоит из действительной 
11 мнимой частей: 

(3 . 7) 
получим 

(3.8) 
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о) 

- 2х! 
.Ух! - 1  

Рис. 3.4 
Соответствующий этому выражению характер изменения вектора 

напряжения и' (х) вдоль линии графически показан на рис. 3,4. а и б. 

Из  выражения (3.8) и его графического изображения следует. что век-. , 
тор напряжения, имеющий в начале линии значение и (О) с возраста-
нием х уменьшается по модулю и меняет свою фазу. 

Мы пользовались до сих пор символическим методом. в котором за
висимость величин от времени задается выражением eiwt: 

и (t) : Ue/wt• 

Множитель eiwl ранее был опущен как общий .  Теперь можно его учесть, 
чтобы одновременно с зависимостью напр яжения и тока от ко
ординаты Х рассмотреть также зависимость от времени t. 

Тогда вместо выражения (3.8) имеем 

И '  (х . () =и'  (O) e -ах е -il\х еiwt = U (О) е -ах еJ«Оt - �..t)
. (3 .�}  

На комплексной плоскости выражение (3.9) изображают вращаю
щимея вектором с начаJIЬНОЙ фазой - �x. Проекция этого вектора на 
ось действительных величин плоскости комплексного переменного да
ет мгновенное значение косинусоидального напряжения .  

Таким образом, мгновенное значение напряжения 

и' (х , t) =U '  (О) e-ах соs «Оt - �..t) . (3 . 1 0) 
Для каждого момента t = /1 уравнение (3. 1 0) дает изменение мгно

венного значения напряжения ВДОЛь линии (рис . 3.5) . В каждой точке 
линии х = X1 мгновенное значение 
напряжения меняется по закону ко-
синуса. 

С увеличением / аргумент (O) t · ·  
- �x остается неизменным , если х 
также будет возрастать со ско
ростью v = (o/�. Следовательно, 
двигаясь по линии со скоростью и. 
можно наблюдать мгновенное зна
чение напряжения и' (х, t) . соот
ветствующее одному и тому же фа-

1.Jfr.t) и '(О) 1 =  4= const 

.) 
Рис. 3.5 
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зовому состоянию, например и' (О) е-ах cos О .  Скорость перемещенвя 
по .ТIИнии каждого фазового состояния и =  ы/� называют ф а з  о в о й 
с к о р о с т ь ю. для цепей воздушных линий с медными проводами 
на частотах более 300 Гц фазовая скорость БJIизка к скорости света в 
пустоте. Для цепей воздушных ЛИНI-IЙ со стальными проводами 11 для 
кабельных линий эта веЛИЧlI на значитедьно ниже и в большой степе
ни зависит от частоты тока, еще меньшие значения имеет она для 
рельсовых цепей . 

Выражение (3.9) математически представляет собой волну, движу
щуюся от нача.Т1а линии к ее концу .  Эту волну называют n а Д а ю -
щ е й .  Уменьшение напряжения при движении  вдоль линии объ
ясняется выделением энергии в виде тепла вследствие активного сопро
тивления проводов и проводимости изоляции каждого элемента линии . 
Изменение фазы напряжения  от точки к точке обусловлено запазды
ванием колебательного процесса в точке х по  сравнению с колебанием 
в начале линии , связанным с определенной скоростью движения .  

Уменьшение вектора напряжения и изменение его фазы при движе
нии волны вдоль линии определяют двумя частями комплексного ки
лометрического коэффициента распространения волны: 

у =а+ i� . 
К и л о м е т р и ч е с к и й к о э Ф Ф и ц и е н т з а т у х а-

н и я а - действительная часть комплексного коэффициента распро
странения волны . Километри ческий коэффициент затухания показыва
ет , как убывают векторы напряжения вдоль линии вследствие потерь 
энергии в проводах и изоляции линии . 

Численное определение а можно получить из соотношения (3 .9) :  

из этого выражения 

или 

1 U ' (х) 1 = 1  U ' (О) 1 е -а.х, 

- схх I U ' (х) е = . 

И ' (О) 

ax = ln 
И '  (О) 
И ' (х) 

(Я . 1 1 ) 
Таким образом, километри ческий коэффициент затухания измер я

ется натуральным логарифмом модуля отношени я напряжений в нача
ле и конце участка линии длиной 1 км. Формула (3 . 1 1 ) определяет за
тухание ах в единицах затухания , называемых неперами (Нп) . Опреде
ление единицы затухания рассматривается далее. 

С увеличением частоты затухание возрастает , так как растут COIJPO
тивление проводов вследствие поверхностного эффекта и диэлектричес
кие потери в изоляции .  

К и л о м е т р и ч е с к и й  к о э ф ф и ц и е н т  ф а з ы � 
мНимая часть комплексного коэффициента раслространени я  волны и 
представляет собой сдвиг фаз между векторами напряжени я  в начале 
и конце участка линии длиной 1 км; �x � - - угол между ()' (о) и {;' (х) . 
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Разность фаз напряжения в двух 
точках линии ,  находящихся на 
расстоянИИ х друг от друга, 

�x = ro' х ,  

где шf. \. -- угол . н а  которы й поворачи
вается вектор И' (О) за вре
мя tx : !х - время пробега волной рас
стояния х, после которого в 
точке х появляется напряже
ние И' (О) е-а, . 

fI"lOJ JjЗх, 

Рис. 3.6 

Если по линии передаются токи с несколькими частотами , то их 
коэффициент � неодинаков и тогда для оценки запаздывания использу
ют величину 

d� (ro)х 
t ,. = , ., 

dro 
(3. 1 2) 

которую называют г р у п п о в ы м в р е м е н е м п р о  х о ж Д е -
н и я .  

Расстояние между точками линии, в которых фазы напряжения от
личаются на угол 211 , называют Д л и н о й в о л н ы и обозначают 
символом Л. 

Отраженная волн а  напряжения. Проанализируем второе слагаемое 
первого уравнения (3.5): 

И" (х) =и" (О) е'\'Х =lj" (О) еах eif\x. (.'3 . 1 :Ч 

Соответствующее изменение вектора на llряжения вдоль линии по
казано на рис. 3.6. 

При переходе к мгновенным значениям имеем: 

11 " (х . t) = И" (О) еах cos (ro! + �x) . (3 . 14) 

Здесь аргумент (blt + �x) остается неизменным,  если с увеличением 
t х умеНЫllается с той же скоростью, что и в случае падающей волны. 
V � , ы/�. Это свидетельствует о движении к началу линии. 

Таким образом, уравнение (3. 1 4) соответствует волне, движущейся 
от конца линии к началу и называемой о т р а ж е н н о й. Падающая 
и отраженная волны вместе называются б е г у Щ и м и .  

Напряжение в каждой точке линии /см . (3.5) 1 равно сумме напряже
ний падающей и отраженной воли: 

(3 . 15) 

Переходя к току, представляемому вектором i (х) , переllИ IlIем вто
рое уравнение (3.5) в виде 

i (х) 
инад (х) 

Z" 
и u'r p  (х) 

-�-'-:.... = iпад (х) -/Ot' l' (х) . ZB 
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Здесь можно повторить все рассуждения ,  проведенные для напря
жения .  Следовательно, ток в каждой точке линии равен разности то
ков падающей и отраженной волн, так как ток отраженной волны на
правлен навстречу току падающей волны. 

Волновое сопротивление л иний. В падающей и отраженной волнах 
на пряжение и ток связаны соотношением 

Uвад (х) Jiпад (х) = ио,гр (x)/iClT [! (x) = Zu .  (3 . 1 7) 
Волновое сопротивление Z8 определяет отношение напряжения к 

току в отдельной волне -- падающей или отраженной - "  в любой точ
ке однородной линии.  Комплексную величину Zu принято представлять 
в показательной форме: 

jq; Z8= I Zo l е в . UJ . 1 8) 

Угол 'Р о  определяет С,llвиг фаз между векторами U и i в каждой из 
волн - падающей или отраженной - в любой точке линии . 

Волновое сопротивление Z .. связывает напряжение и ток в бегущей 
110 линии волне, но не определяет непосредственно потеР!-l в ней. Дей
ствительно, Z8 вычисляют 110 формуле (3.6) , которую можно записать 
в виде 

Zп =  УZlIР ZИЗ ' 
где ZПР - со противление п роводов л и н и и  дл иной 1 к м ;  Zиз - со противление изол я ции л и н и и  дл иной 1 к м .  

Абсолютное значение /Z8/ растет с увеличением сопротивления про
водов линии .  В этом случае рост IZBI сопровождается возрастанием по
терь .  Значение IZ81 будет расти также с увеличением сопротивления 
изоляции линии .  В этом случае рост IZ81 сопровождается уменьшением 
потерь в линии .  В зависимости от частоты модуль сопротивления всех 
типов реальных линий связи уменьшается . Угол сдвига фаз между век
торами напряжения и тока в бегущей волне 'Р в определяет характер 
мощности волны. Модуль волнового сопротивления рельсовых цепей с 
увеличением частоты растет . Это х;зрактерно для линии с потерями в 
изоляции . Если 'Р в = О, как это бывает в линиях без потерь, дли кото
рых при R = О и G = О 

za = l f R + jwL 
V а +  jwC 

/ -� . L 
/ - ,  

С 
то векторы наГlрижения и тока находятся в фазе и переносимая волной 
мощность чисто активна.  В случае (jJи =1= о мощность, переносимая вол
ной , содержит рею<ти вную составляющую; в существующих линиях 
различной конструкции обычно емкостную. Таким образом , волно
вое сопротивление 110ЮIзьшает характер переносимой волной мощности , 
а также относительную роль магнитного и электрического полей в этом 
переносе. И3 выражении (3. 19) для линии без потерь  }/�L/C = ZII = 

ива;/ I;ш п· 
J:сли теперь во:mести ,Т1('вые и правые части в к вадрат, то можно ви -

деп" что си2/2 1)2/2 .  т. е. в бегущей волне энергии электрического 
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j'(OJe-аXj 
y'(OJe- аХ, 

(;'e� 

Рис. 3.7 

и магнитного полей равны и в равной степени участвуют в транспорти 
ровке энергии вдоль линии . 

Способы описания волновых процессов. Пол ная картина распреде
ления векторов напр яжения и тока при передаче энергии переменного 
тока по электрической цепи с распределенными параметрами и при на
личии в линиях только падающей волны приведена на рис. 3.7,  а, 6. 
Этот р исунок иллюстрирует совместное изменение векторов (; и i вдоль 
линий ,  рис .  3.8 - распределение по линии и изменение во времени 
мгновенных напр яжений и токов в падающей волне. 

. . 
ПОЛl)зуясь символическим представлением и и 1, получаем реше-

ние, не содержащее времени и определяющее только распределение на
пряжения и тока вдоль линии в установи вwемся режиме гармоничес
кого переменного тока в виде векторов. 

Уравнени я  (3.5) определяют постоянное распределение амплитуд 
и фаз этих векторов вдоль линии . Получающиеся для каждой точки 
линии действующие значения и фазы результирующего вектора на
пряжения или тока можно найти измерением . 

Для более ПОЛНОГО объяснения  распределения  векторов напряже
ния и тока вдоль линии,  а также механизма передачи энер ги и целесооб
разно переходить к мгновенным значениям напр яжения и тока и рас
сматри вать движущиеся вдоЛl> линии падающие и отраженные волны 
напряжени я  и тока.  

В уста новивwемся режиме падающие и отраженные волны в отдель
ности наблюдать . проводя измерения ,  нельзя ,  так как в каждой точке 
ЛI-iНИИ напр яжен ие равно сумме напряженнй падающей и отражен ной 
волн, а ток - разности токов этих 
волн. 

В переходном режиме падаю
щие и отраженные вол ны можно 
практически наблюдать в отдель
НОСТИ . Эта возможность ИСПОЛI,ЗО
вана , н � пример ,  в импульсных 
приборах ,  предназначенных для 
обнаружения повреждений в ли
ни я х .  

lJA;iJ i�tJ 

rlll'. 3.8 
1 2.3 



Волновые процессы в электрических линиях можно рассматривать. 
характеризуя и х  зарядом и напряженностями электрического и маг
нитного полей . В качестве поясняющего примера рассмотрим волну в 
линии без потерь.  возбужденную подключенным к ее началу источни
ком постоянного напряжения .  Движение электромагнитного поля 
вдоль линии в первый момент после подключени я  источника иллюстри
руется рис. 3.9,а. 

Скорость движения волны v определяется следующим рассу�дени
ем. Пусть q -- заряд линии длиной 1 км, тогда TOI{ в проводе J c  ци. 
Следовател ьно, 

v= i/q , но q= CU ,  а U/i=Zb =-УL/С. 
Orсюда 

По истечении времени t = zlv волна дойдет до конца линии,  и если 
она разомкнута , то дальнейшее движение зарядов невозможно. На кон
це линии произойдет скопление зарядов, сопровождающееся увеличе
нием напряженности электрического поля (рис. 3.9 ,  б) . Поскольку та
кое состояние долго существовать не может, начнется встречное дви
жен ие зарядов. Это и есть отраженная волна, которая здесь несет об
ратно всю энер гию, доставленную падающей волной . Нетрудно видеть 
(рис . 3.9, (1) , что наличие зарядов на провода х линии повышает напря
жение между ними независимо от направления  движения этих зарядов. 
Из этого сл едует, что напряжение между проводам и  линии есть сумма 
напряжений падающей и отраженной волн.  

Ток в данной точке линии,  естественно, зависит от направлени я дви 
жeHия зар ядов. Встречное движение зарядов приводит к уменьшению 
тока, так как ток линии есть разность токов падающей и отраженной 
волн . 

f/) 
- - - ��====��� - - -

- - - ��====��r= --; - - -
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Если бы провода линии на ее 
конце были замкнуты накоротко, 
то произошло бы увеличение на
пряженности магнитного поля и 
полное отражение (рис . 3 .9 ,  г) . 

Коэффициент отражения. Рас
смотрим зависимость между векто
рами напряжения и тока отражен
ных и падающих волн на конце ли-
нии, для чего введем понятие от-

А 

Рис. 3.10 

l = U(l} 
H jllJ 

ношения напряжения отраженной волны к напряжению падающей 
волны, называемое коэффиuиентом отражения: 

иОТР (I) /iJпад ( 1 ) = ioTP (l)/iпад (1) = Т) . 
для численного определения  коэффициента отражения рассмотрим 

условия равновесия напряжений и токов в конпе линии (рис. 3. 1 0), 
где из-за удобства изображения показана только однопроводная ли
ния. Все выводы будут справедливы для однородных линий всех кон
струкuий .  На рисунке условными обозначениями , напоминающими 
своими очертаниями гребень волны на поверхности воды , показаны 
падающий и отраженный волновые потоки . 

В точке Б ,  где к линии подключен приемник с сопротивлением ZH 

должны выполняться два условия: 
напряжение в линии слева от точки Б ,  представляющее собой сум

му напряжений падающей и отраженной волн , должно быть равно на
пряжению нагрузки справа от точки Б .  определяемому падением на
пряжения на сопротивлении Z н: 

. . . 
Uпад+ Uотр =lн I ( 1 ) : 

ток в линии слева от точки Б ,  представляющей собой разность токов 
падающей и отраженной волн , должен быть равен току нагрузки: 

;пад (1) -iотр ( l ) =!" (1) . 
Представляя каждое напр яжение как произведение тока и сопро

тивления и умножая уравнение для токов на Zи, получим: 

Zo iНаД + ZR i Отр = ZH i (1) ; Zи iпад -ZH [�'ГP =Zи i Щ .  
Вычитая из первого уравнения второе. найдем: 

I OTp иотр Z Н -ZR 

l 
- .  = 

Z 
� = Т) .  (3 . 2 1 )  

пад uпад н + L-п 
Из последнего выражения видно. что коэффициент отражения ра

вен нулю при равенстве сопротивления приемника на конце линии 
7.1[ волновому СОПРОПIВJlению линии ZR ' При этом отраженные волны 
в линии отсутствуют. Линию с нагрузкой Zи = ZB называют с о г л а
с о в а н 11 о Н а г р у ж е " н о Й ,  а эту нагрузку - с о г л а с 0-
в а н н о й . 

Отраженные волны являются следствием перераспределения энер
гни на КОllце линии в тех случаях, когда отношение напряжения к то-
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КУ В падающей волне. подошедшей к концу лини и ,  не соответствует от-
1I0шеШIЮ напряжения к току, которое может существовать в на грузке . 

Рассмотрим численные значения  коэффициентов отражения в трех 
случаях: 

холостой ход линии:  ZH = 00 ,  11 = + 1 .  Коэффи циент отражени я  
равен единице. Ам плитуды отраженных и падающих волн равны. Пол 
ное напр яжение на конце линии равно удвоенному напряжению п адаю
щей волны . Полный ток равен н улю. Энергия  и з  линии не потребляет
ся ; 

короткое замыкание линии : ZH = 0, 11 =, - 1 .  Н а  конце линии пол 
ное напр яжение равно нулю, полный ток - удвоенному току п адающей 
волны . Энергия и з  линии, как и в первом случае, не потребляется ,  так 
как приемник фактически отсутствует; 

линия замкнута на согласованную нагрузку: ZH = Zп, 11 = О.  От
раженных волн нет. Вся энергия ,  пришедшая к концу лини и ,  потреб
ляется нагрузкой . Это возможно только при равенстве отношени й  на
пр яжения к току в волне и нагрузке. 

Удвоенное напр яжение на конце разомкнутой линии или удвоенный 
ток на конце короткозамкнутой линии по сравнению с напряжением 
или током в падающей волне в действительности появляется вследст
вие перехода энер гии магнитного поля в энергию электр ического поля 
(при холостом ходе) и наоборот (при коротком замыкании) .  

Коэффициент бегущей волны. Когда в -:,инии и меются падающие и 
отраженные волны ,  полное напряжение и (х) в любой ее точке есть 
сумма напр яжений падающей и отраженной волн: 

. . . 
u (Х) = Uпад (Х) + и()ТР (х) . 

Поскольку фазы векторов напряжения волн при переходе от точки 
к точке вдоль линии принимают новые значения,  векторное напр яже-
ние и (х) с изменением х будет меняться волнообразно. 

В точках, где векторы Ипад И ИОТР совпадают по фазе, и (х) макси
мально и 

' и (х) \тах = \ iJпад 1 + 1  Иотр \ .  
В точках, в которых векторы Ипа д  И (; от р противоположны п о  фа

зам,  и (х) минимально и 

\ iJ (х) IШlп= 1  (!пад 1 - \. (JUTP \ .  
Чем больше амплитуда отраженной волны, тем значитеЛЫlее коле

бания  напрнжения .  Если потери n линии малы и ими можно нренебречь 
и кощициент отражения равен 1 ,  то амплитуды отраженной и падаю-
щей волн равны: , и  OT "j = ,иl1а дl И И (х) изменяется от О до 2 Иllа д(Х) .  
В ::JTOM случае в линии устранавли вается режим так называемых с т о -
н ч и х  в о л н . 

Длн оцен ки сложившегася в линии режима в технике свер хвысоких 
частот ИС IЮЛl ,ЗУЮТ к () э Ф Ф и ц и е н т б е г у ш е й  в о л н ы: 

! 2lj 

I {j 1 111\11 I ilн,щ \-1  (тОТР I 1 -1 '\1 

1 iJ Iшах 
- -

1 (/на,ц I+1 иот" 1 I + l ч l  (:! . 22) 



Этот коэффициент равен единице, когда 'YI =- О и в линии имеется 
только бегущая волна. Равенство его нулю соответствует режиму сто
ячих волн.  

3.3. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАП РЯЖЕНИй И 

т
оков 

вдо
ль 

ЛИНИИ 

Проведенный в предшествующих главах физический анализ реше
ний дифференциал ьных уравнени й  линии показал волновую природу 
процессов передачи электрической энергии по линиям.  Опираясь на 
основные свойства волновых процессов, можно получить соотношения .  
связывающие полные напряжения и токи на  входе линии . в произвол ь
ной точке и на ее конце. 

Свя зь между напряжениями и токами на входе и выходе линии ха
рактеризует передающие свойства последней и позволяет определить 
напр яжение и ток на  входе линии , которые обеспечивают на ее выхо
де напряжение и ток . необходимые для работы приемника. 

Связи между напряжени ями и токами на концах линии и в произ
вольной точке используются при рассмотрени и  взаимных электромаг
нитных влияний между параллельно расположенными цеп ями . Рас
смотрим рис .  3. 1 1 ,  на котором условно показаны падающие и отражен
ные волны и связи между ними . Мы знаем (и это показано на  рисунке) . 

что падающая волна в конце линии ипад ( 1) = ИII� Д (0)e-1'/ ,  отра
женная волна в KOHЦ� линии Иутр ( /) = Инн д (/) 'YI .  отраженная вол
на  в начале линии И отр(О) -= И ОТ Р (l)e-VZ и что полное напряжение 
в любой точке линии есть сумма напр яжений падающей и отраженной 
вол н .  

Поэтому можно написать: 

. . . . � .  -1'Z И (О) = ип (О) +и" (О) = ип (1)  е + Ин (1)  1)е ; 

. . . . 
Кроме того, И (1) = Ин ( 1) + ИО ( 1) = И" (l) ( l + 1']) . 
Здесь Uнап = Ин И ИОТР = И о .  
Отсюда 

. . I 
И" (1) = и  (1) --1 + 1) 

Рис :i 1 1  

(;� . 24) 
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Подставляя  выражение (3.24) в формулу (3.23) , получим: 

v (О) = V (l) eY1 

j (О) = �I! (и п (О) - (; () (О») 
u (1) "11 1B е 

l - 1Je -· 2у/ 
= i (1) еУ/ ---'---

1 + 1J 

1 _ че - 2У1 

1 + 1J 

(3. 25 ) 

(3 . 26) 

Выражени я  (3.25) и (3.26) определяют коэффициенты передачи по 
напр яжению и току. 

Условие работы передатчика характеризует входное сопротивление: 

И (О) uп (О) + UО (О) 1 + 1Je - 2y/ 1Bx = .  = .  . = 1B --'---''----
1 (О) fп (О) - /0 iO) 1 -1Je -2y/ 

(3 . 27) 

Напряжение и ток в произвольной точке линии ,  находящейся на 
расстоянии х от ее начала и (l - х) от конца , найдем аналогично: 

U (х) = VП (х) + и" (х) =UП (О) е - ух + и() (О) еУХ = VП (О) е - ух + 

. . 1 + е - 2У (1 - Х) 
+ U (О) е - 'I'Х '1е - У (/- Х) = и (О) е -'I'Х __ 1J::.-__ _ п 

1 + 1Je - 2у/ 

. U (О) 1 _ 1Je - 2Y (1 - X) 
1 (х) = е - УХ �--'-----

ZB 1 + 1Je - 2W 

(3 . 28) 

При расчетах электромагнитных влияний линий друг на друга час
то п ользуются преобразованными выражениями (3.28) . . Рассмотрим 
способ преобразования на примере связи между и (х) и и (О): 

1 + - 2у(1 - х) 
И (х) = И (О) t:' - УХ ----'_1J.!...e 

___ _ 

1 + 1Je - 2у/ 

Представим КОэффициен! отражения выражением 'tJ =� еIПТ) . lIOД
ставим это в формулу для и (х) и вынесем за скобки в числителе е-У/ . 
е'l'Х . eJ n  у11 и знаменателе е--У/ , еJп.; ТI. После сокращений получим: 

. . ch l i'  ( l -х) - ln VТjl u (х) = и (о) _ (3 . 29) 
ch l i'l - ln V1J ) 

Выражени я  (3.26) и (3.27) являются общими . охватывающим и  все 
многообразие возможных особенностей параметров и режимов работы 
лини и .  Во многи х практически важных частных случаях они упроща
ются . Рассмотри м  эти случаи. 

Согласованная линия. Довольно часто с и звестным приближением 
линии связи можно считать нагруженными согласованно. При этом 
Z\I = Zo.  'tJ �� О. В линии нет отраженных волн, поэтому в соотноше
ниях .  определяющих связи между напряжениям" и токами,  пропадают 
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слагаемые, соответствующие этим волнам. Из выражений (3.25) и 
(3.26) получаем: 

i.J (О) = i.J (1) е"l'1; j (О) = j (1) e"l'l ; 

ZBX = и (O)/i (О) = и (1)/ i (l) = ZB. 
(3. 30) 

(3 .31 ) 

Электрически длинная линия. Линию называют электрически длин
ной, если 1"1'// � 2,3 и / е-2'1'1\ ..;;; 0,0 1 .  Физически это означает, что ам
плитуда напряжения отраженной волны в начале линии по меньшей 
мере в 100 раз меньше амплитуды напряжения падающей волны. 

Пренебрегая в выражениях (3.25) и (3.26) слагаемым 'I1e-2"1'1 , полу
чим: 

U (O) = U (l) - еV 1 +- ; 
. . 1 1 ( ZB ) 

2 Zи 
. . 1 Vl ( Zи ) / (0) = / (l) 2" e 1 + ZJJ ; 

s (О) = s ( 1) е + 2"1'1 (ZH + ZB)2 
, 4ZH ZII 

где S (О) И S (l) - МОЩНОСТИ на входе И выходе лини и .  

(3 .32) 

Линии без потерь. Многие устройства-Фидеры, питающие радио
антенны; сами радиоантенны; линии сильного тока при использовании 
их для передачи сигналов, а также кабели, применяемые при монтаже 
устройств СВЧ ,  - характеризуются весьма малыми потерями и силь
но выраженными волновыми процессами . Если потери в линии на
столько малы, что можно считать R <t:: юL и G <t:: юС, то "1' = j� = 
= jюVLС, а = О, ZB = УLlС. 

Коэффициент распространения в этом случае оказывается чисто 
�нимой величиной. Подставляя "1' = j� в ураВl{ения (3.25) и (3.26) и 
имея в виду, что в этом случае е"l'1 = ejf}l, получим: 

i.J (О) = i.J (l) eilJ1 
1 + '1e - j2f}1 

1 + '1 

и· (1) 1 -- 2jf}1 . . ·f}1 --fJе 
/ (О) = zи- е' 1 + '1 

(3 . 33) 

Уравнения (3.33) применимы для линий , у которых R <t:: юL и 
G <t:: юС, а 1 соизмеримо с длиной волны л. 

Характерным для линий без потерь является чисто активное их 
волновое сопротивление, а фазовая скорость v = ю/р = l ILC не за
висит от частоты тока. 

При согласованной нагрузке линии без потерь на сопротивление 

RИ = ZВ = VЦС 

напряжения и токи в лиl{ии связаны соотношениями: 

i.J (О) = и (1) eif}l; i (О) =i (1) eif}l . (3 . 34) 
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Векторные напряжения и ток не изменяются вдоль линии . Вслед
ствие того, что ZB активно, напряжение и ток бегущей волны находят
ся в фазе и передаваемая волной мощность чисто активна. Линия по
требляет от питающего ее генератора активную мощность, которую 
передает к выходу для питания приемника. Напряжение и ток вдоль 
линии меняются только по фазе на значение � l  = 2n! ( l /v) . 

Совсем иначе происходят процессы в линии без потерь ,  если на кон
це ее нет приемника. Поскольку в самой линии потерь нет, энергия па
дающей волны при отсутствии приемника на конце израсходована быть 
не может и полностью возвращается в виде отраженной волны. 

В установившемся режиме в линии с разомнутыми или замкнутыми 
концами одновременно существуют два равных по значению потока 
энергии, движущихся во встречных направлениях. Энергия, воспри
нятая линией от генератора, через время t = 211v возвращается обрат
но в генератор . Распределение напряжения и тока вдоль линии при 
этом определяется соотношениями : 

при холостом ходе (1) = 1 )  из выражений (3.25) и (3.26) : 

iJ (х) = li (l) [е i� (l -X) -!- е  -iIHl -х)]  = li (1) cos � ( I -x) ; 
Z . lJ (1) 1 (х) = j _ sin � ( l -x) ; уцс 

при коротком замыкании (1) = - 1 ) :  
iJ (х) = ji (1) Zo sin � ( I -x) ; 

i (х) = i (1) cos � ( I -x) . 

(3 .35) 

(3 .36) 

Как следует из выражений (3. 35) и (3.36) , в этих
. 

режимах каждой 
точке линии соответствуют свои значения и (х) и 1 (х) , при одних х 
они достигают максимума и (l) или i (1) , при других - нуля . Эти вы
ражения определяют режим стоячих волн в линии. Такой режим харак
терен для радиоантенн. 

Со стороны входа линия ведет себя как реактивное сопротивление и 
значение его определяется как t; (o)/i (о) = jX в х '  При холостом ходе 
это будет jV ЦС ctg �l; при коротком замыкании - j-V ис tg �l. 

При �l = 2n/Лl = n/2, что соответствует 1 = ').,/4, входное сопротив
ление Zв хкз = 00 ,  ZBXXX = О. Входное сопротивление разомкнутого 
отрезка линии длиной Л/4 равно нулю. Эта величина четвертьволнового 
отрезка линии без потерь, замкнутого накоротко, бесконечно велика. 

Не менее замечательные свойства имеет отрезок линии длиной ')../4, 
замкнутый на произвольное сопротивление R н. При 1 = ')../4, � l  = 
= n/2e-j2r.1 = e-i1t = - 1 .  

Подставив эти значения в уравнения (3 .33) , получим: 

Отсюда 

1 30 

lJ (О) = iJ (1) е 

• 1t 1 -2 1 -1) 
1 -!- 1) 

. lJ (1) 1 (O) = -� e 
ZB 

• 1t 1 -2 

(3 .37, 



Таким образом, четвертьволно- :Z: :  
вая линия без потерь может быть 
использована как трансформатор 
для согласования СОПРОТlfвлениЙ. 

Для приложений существенны 
также частотные зависимости вход- а) 
ных сопротивлений: ZКЗ = D r--J�-�:--....z..:----+...,.. 
= iyLlC tg �! и Zxx = 11100/ 
= -jУ LlС ctg �l .  Так как для I 
линии без потерь � = (J) у LC, то I 
получаем: 1 .  

Z"з = j v ЦС tg tro I 
и Zxx = -j VLjС сtg fro . Рис. 3. 1 2  

где f �= I/u = I VLjC. 
Частотные зависимости Zиз и Zxx линии без потерь подобны тако

БЫМ реактивных двухполюсников (рис. 3. 1 2) .  
Электрически короткая линия. Электрически короткой называют 

линию с малыми затуханием и фазовым сдвигом. В такой линии волно
вые процессы проявляются слабо l' связи между напряжениями 11 то
ками на входе и выходе линии можно охарактеризовать, используя 
вместо волновых параметров ZB и у! первичные параметры линии 
Z» = Zпрl и Уд = Уизl. 

Признаком электрицески короткой линии является такая малость 
величины yl, при которой выполняется соотношение (yl)3/3! <t: yl. 

При этом множители �Vl и e-V/ в уравнениях (3.25) и (3.26) можно 
заменить разложениями их в ряд, удержав только три первых слагае
мых, и принять: 

eV1 = 1 -/- i'I -/- (i'�}Z ; e - V1 = 1 -i'I -/- (i'�)Z . 

Эта подстановка и дает уравнения электрически короткой линии. 
Раскрыв также в уравнениях (3 .25) и (3.26) 

1 ( 1 ZB ) 11 ( 1 ZB ) 
1 + 11 = 2 + 2Zп 

; 1 -/- 11 = 2' - 2Zff • 

получим: 

U (0) = U (l\ (eV1 I -/- e -V1 1) )=� U (I) ( I +  (i'I)% )+ i ( l) i'IZB ; 1 + 11 1 + 11 2 

i (О) = й  (1) E. + i  (1) ( 1 + (yl)' 1 .  
ZB 2 f 

Воспользуемся соотношениями (3.6) .  Из них следует, что 

(3 . 38) 
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Подставив эти значения в уравнения электри чески короткой линии 
(3.38) , получим: 

U (О) = и  (I) + i  (1) Zл+ U  (1) Zл; л 
(3 . 39) 

Эги уравнения ,  не содержащие волновых параметров, и используют 
для расчетов режимов электрически коротких линий. 

Сравним уравнения (3.39) с уравнениями (2.57) и (2.58) симметрич
ных схем �амеще�ия Т и П. Зависимость (; (О) электрически короткой 
линии от и (1)  и 1 (1) точно совпадает с аналогичной зависимостью сим
метричной cxe�ы заме�ения П .. в которой Z] и ZI заменены Zл и l IY п '  

Зависимость 1 (О) от и (1) и 1 (1) электрически короткой линии отли
чается от аналогичной зависимости для схемы П на величину . Z . и (1) 4Zs ' Зависимость для 1 (О) электрически короткой линии точно 

совпадает с аналогичной зависимостью для симметричной схемы Т. 
Эго обстоятельство используют при расчетах коротких линий для 

замены их эквивалентными схемами замещения. 

3.4. ОДНОРОДНАЯ УЕДИНЕННАЯ ЛИНИЯ 
КАК ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИК 

Параметры линии как четырехполюсника. Любую п ассивную ли
нейную электрическую цепь с постоянными параметрами и четырьмя 
зажимами, используемую для передачи электрической энергии в каче
стве промежуточного звена, можно рассматри вать как четырехполюс
ник. К числу таких цепей относят однородную уединенную электричес
кую линию. 

Уравнения линии как четырехполюсника должны связывать че-
тыре величины: и (О) , i (О) , (; (1) и i (1) .  Для их получения вернемся 
к выражениям (3.25) и (3.26) : 

1 +t1e-2yl 
U (О) =и (l) е у' ---,,-''''--' --

' +'1 

. U (I) ", l _t1e-2y/ I (О) = -"'-'- е '  ., 

Za 1 +" 

Преобразуем выражения (3.25) и (3.26), подставив в них значение 
'1 = (Zи -ZB )/ (Zи + ZB ) и заменяя (j (l)/Zи на i (1) .  Имея в виду, что 
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получим 

{j (О) = V (1) еУ/ 

i (О) = iJ (1) еУ/ 
ZB 

1 + и  (l) e - yl 
1 + 11 

1 {j (1) 
1 + 11 

11 
. 1 . 

--'-- = U (1) - sh '11 + 1 ( /) ch '11 . 
1 + 11 ZB 

. 1

1 
1 .  . 

Здесь величина U (1) 
1 

+ 

1

1 
= 2' (u (1) - ZB! ( 1)] представляет собой 

. 1 1 .  . 

отраженную, а величнна U (1) 1 + 11 = 2' [и  (1) + ZB 1 (l)l - падаю-

щую волны наПl�яжения �a B�xoдe л�ни�. . .  . 

Обозначим U (О) = ио, ! (О) = 10, U,(l) = Ut , 1 (1) = 1. и со
поставим уравнения электрической линии и четырехполюсника: 

ио = и, сЬ '1/+ i, Zg sh y/; 

. . I . /0 = Ul- sh y/ + lt сЬ y/; Zg 

(3 . 40) 

(3 . 4 1 ) 

Из сопоставления этих уравнений следует, что матрица параметров лн
нии 

(А 8 )=� (I �b Yl ZB Sh Y/ )
. С D - sh у/ сЬ у' ZB 

Здесь, как и у каждого пассивного обратимого четырехполюсника, 
выполняется соотношение (2 .48) , выражающее свойства обратимости : 
AD - ве = 1 ,  так как ch;'l - sh�l = 1 . 

Линия как четырехполюсник симметрична, так как А = D.  
Совершенно очевидно, что уравнения линии можно представить все

ми формами уравнений четырехполюсника. Матрица проводимостей 
линии 

1 

(У) = 
Zg 

cth yl 

1 
ZB sh yl 

а матрица сопротивлений 

Z (ZBcth Уl ( ) =  ZB/sh у' 

I 
ZB sh yl 

1 -cth yl ZB 

ZB!sh Vl ) . 
ZB cth yl 

(3. 42) 

(3 .43) 
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• 1(0) 
-----

Е и(о) ll , lB 

Рис. 3. 1 3  

1т -

uт 

Таким образом, однородную ли
нию, рассматриваемую как симмет
ричный четырехполюсник , можно 
характеризовать двумя независи
мыми комплексными коэффициен
тами ,  задаваемыми различными 
способами : первичными параметра
ми Zл, у л, волновыми или вторич
ными параметрами ZB и уl, третич-

ными параметрами А ,  В, С, а 
сопротивлений.  

также матрицами проводимостей и 

Все эти способы взаимозаменяемы и в одинаковой степени могут 
характеризовать линию как систему передачи . Выбор того иди иного 
из них заВИСIfТ только от удобства его использования при решении кон 
кретной задачи . 

Линию как систему передачи сигналов наиболее удобно характери
зовать волновыми параметрами: волновым сопротивлением ZB и коэффи
циентом распространения уl (рис. 13 . 13) .  Волновое сопротивление 
показывает, как следует подобрать сопротивления генератора и при
�мника ,  чтобы в линии отсутствовали отраженные волны . Коэффици
-ент распространения волны у1 указывает на потери и фазовый сдвиг, 
возникающие при пробеге волны вдоль линии . Величины уl и Zв впол
не характеризуют передающие свойства линии при согдасованной на
грузке. 

В общем случае, рассматривая линию как четырехполюсник, усло
вия передачи энергии от генератора к приемнрку в схеме, приведенной 
на рис. 3. 1 3 , можно характеризовать входным сопротивлением , сопро
тивлением передачи или riриведенным сопротивлением . 

Из формул (2. 1 1 ) ,  (3. 4 1 )  и (3.27) получаем: 
АRп + В  Rп ch уl + ZB sh уl 1 + tje - 2V1 

ZB1t' = = ZB ,� ZB -'--'----СRи + D  RlI sh y/ + ZB Ch yl l _ tje - 2V1 (3 . 44 ) 

Выражение (3.44) , как и аналогичные последующие, одинаково верно 
при активных R и и комплексных Zп сопротивлениях нагрузки. 

В частных случаях при Rп = О (короткое замыкание) и R п = 00 
(холостой ход) получим: 

Z.X R =0 = Zиз = I / Уll = Z. th yl ; 
н 

Z.X R = 00 = Z1t1t = Zl1 = ZB cth y/ . 
н 

(3 .45) 

(3 .46) 

Сопротивление передачи и приведенное сопротивление линии : 
1 1 1 + че - 2'11 

Zпер С� ZВ1t - = АRII + В = Rи сh yl + Zи sh уl = ZB eV (3 . 47) F, l -ч 
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ZИ1t + Rг 
ZUРИ. � Zпер = АRи + DRг + СRг RH + B  = (Rr + RII) ch '1'[+ ZИ1t 

) sh '1'1 = е '11 (Rr + l.) + (lи -lr) че -2уl 
l -ч (3 .48) 



При Rr = RH  = R 

(3 .49)0 
Сопоставляя выражения (3 .47) и (3.49), можно видеть, что наличие 

отраженных волн в линии в большей степени влияет на величину Zпер
И В меньшей - на ZПР IIВ, так как в последнем в числителе стоит 1)2. 

Использование понятий Znep И Zприв облегчает решение многих за
дач при определении напряжений и токов в линиях. 

Определение параметров линии из опытов холостого хода и корот
кого эамыкания. Параметры электрической линии, как и всякого четы
рехполюсника, могут быть установлены из опытов короткого замыкания 
и холостого хода. Т ЛЭЦ позволяет получить новый вариант их опреде
ления, который может быть использован для вычисления параметров 
любых четырехполюсников. 

Если в результате измерения входного сопротивления линии ока

залось возможным определить Zиз = IZиз lifl' из И Zxx = IZxxlifl'xx . 
то все параметры линии можно рассчитать исходя из этих опытных дан
ных. 

где 

Умножив и разделив выражение (3.45) на (3.46) , получим: 

Z - Vz Z _ , I / Z I / Z / j . О . 5 (lPиз+ lPхх) -Z jlPB' 
В - кз хх - V из хх е - в е , 

th yl = VZкз/Zхх = TeilP, 

Т = У/ Zкз /I I  Zxx /; 'Рт = 0 .5 ('Риз-'Рхх) ' 

Обычно значение yl находят по частям, пользуясь формулами: 

1 + Te/lPT • 
e2'1'1 = --'---- �-= Me/6; 

l _ TiIPT 

I 1 a.l = - ln М =- ln 2 2 
(�l) ' =0 ,50 . 

(3 . 50)
(3 . 5 1)-

(3 . 52) 

(3 . 53) 

Рассчитанное а,' можно использовать сразу, При вычислении фазо
вого угла �l возникает затруднение. Выражение (3.53) определяет его 
неоднозначно. Приближенное значение находят, сопоставляя длину ли
нии с длиной волны. Километрический коэффициент фазы 

где k находят подбором. 

р 
= 

(�l) , + kn 
, 

1 

Если известно волновое сопротивление линии ZB и постоянная пере
дачи yl = a,l + i�l. то можно вычислить Zл и У л: _ _  

(3 . 54) 
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в произведении уlZи действительная часть равна Rl, а мнимая - roи: 
у n = (0-1- jwG) 1 = yl/ ZB ' (3 . 55) 

в отношении уl/Zи действительная часть равна О, мнимая -- roCl. 
Для пояснения спос06а выбора значения k рассмотрим численный 

пример на определение параметров линии по результатам измерений 
входных сопротивлений холостого хода и короткого замыкания .  Пусть 
при измерени и  входного сопротивления двухпроводной цепи кабель
ной линии связи на частоте 1=800 Гц получено: ZНЗ = 3831-40 И Zxx = 
= 627 Г78О• Знак L читается «с углом». Длина линии 1 1 2  км. По 
формуле (З.50) волновое сопротивление линии 

Zи = УZНЗ Zxx = V38З 1 _40 · 627 1 -78° = 490 I _4 1 °  . 

Для определения комплексной постоянной передачи у! воспользуем
ся формулой (3.5 1 ) :  

th уl = УZнз/Zхх = У383 1 -4° /627 1 - 78° = 0 ,782 /370 . 

Найдем а! и (fH) '  по формулам (3.52) и (3.53) : 

I 1 +  тiЧJт J 
I 

J + O ,782e; · 37° 
al = - In = - In = О ,52 1 Нп , 

2 l _ тiЧJт 2 1 - 0 ,782ei · 3 7° 

километрическое затухание а = 0,52 1 /1 2  = 0,0434 Нп/км, фазовый 
угол 

(�l) ' = О ,58 = 0 ,588 
рад

. 

Коэффициент k ,  необходимый для определения �l, выберем следую
щим образом . Примем фазовую скорость для цепи кабельной линии 
связи , равной примерно 2 . j()& км/с. 

Длина волны равна произведению фазовой скорости и периода тока : 
Л = '()// = 2. 105/8 . 102 = 250 КМ . 

ИЗ сравнения длины линии 1 = 1 2  км с длиной волны л = 250 км 
следует. что по длине линии в рассматриваемом случае укладывается 
малая часть волны . Эго значит, что угол �l  должен иметь значение �!  '" 

1 ]2  
�2n

y 
= 2n 250 , и  коэффициент k следует взять равным О. 

Найдем значение километрического фазового коэффициента: 
(�l) ' + 0  

� ..... l 
= О

,
049

рад
!км . 

Следовательно, 
у = а + j� = O  ,043 + jO ,049 = О ,065 /48 ,73° I !KM.  

Полное сопротивление проводов линии длиной 1 км можно вычис
лить по формуле (3.54): 

Zn = (R + jwL) = уZв = О ,Об5 148 , 730 ,4901 - 40,880 = 3 1 ,94 17 ,85° . 

Разлагая произведение yZB на действительную и мнимую части, по
лучим: 

R +  jwL = 3 \  ,64 + j4 ,36 . 
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Определим полную проводимость между проводами линии длиной 
1 км по формуле (3.55) : 

у n = (а+ jooG) = 1'/ ZB = 133. 10-8 189 ,6 1  о = (О .905 + j133) 10-8 . 

Окончательно для первичных параметров линии получим: 
4 ,36 

R = 3 1 ,64 0M/KM; L =  0 ,87 · IO-з Г н /км; 
00 

1 33 · 10-8 
a = O ,905 . 1O-8 I /Ом, км; с =  26 ,5· 10-' ф/км . 

00 

При определении параметров линии измерением Z 113 и Z х х по изло
женному методу следует выбирать небольшие участки линии,  для кото
рых al < 1 ,5+2 и Z 113 =1= Zxx; в противном случае точное вычисление 
затухания линии по th yl затруднительно. 

Схемы замещения и искусственные лини и. На практике часто воз
никает задача построения четырехполюсных схем из элементов с сосре
доточенными параметрами , условия передачи энергии через которые 
воспроизводили бы условия ее передачи по линии. 

Схему, составляемую только для упрощения расчетов, обычно назы
BaюT схемой замещения .  Если же по схеме замещения собирают элект
рическую цепь для предварительных испытаний совместной работы ка
ких-либо генераторов и приемников или для других целей, то эту цепь 
называют и с к у с с т в е н н о й л и н и е й . 

В обоих случаях следует определить параметры схемы замещения , 
удовлетворяющие условию эквивалентности . Найдем параметры сим
метричной схемы, эквивалентной заданному участку линии, рассмат
риваемой как четырехполюсник . На основании соотношений (3.4 1 )  и 
(2 .59) выпишем параметры линии: 

и схемы Т:  

1 
Ал = сh 1'l; Bn = ZB sh 1'l; Сл = - sh уl 

Zи 

( ZI ) ( Zl ) 1 
Аг =  1 + 2Z2 ; Br = Zl 1 +  4Z2 ; СТ = -Z; '  

Приравнивая третичные параметры линии и схемы Т,  получим: 
Z] ( Z] ) 1 1 1 +  - = ch yl' Z 1 +  -- = Z sh "[- � =  - sh yl . 
2Z2 , 1  4Z2 и l '  Z2 ZB 

Воспользуемся первым и третьим уравнениями , так как из трех 
уравнений только два являются независимыми , откуда найдем: 

Z = 2Z сЬ 1'1 - 1  
1 в sh 1'1 (3 . 56) 

Уравненря (3.56) формально решают задачу. Схему замещения ли
Нии  для токов одной частотой всегда можно составить. Однако надо 
иметь в виду , что волновое сопротивление линии ZB и постоянная пере
дачи ,\,  являются функциями частоты. Поэтому ,  чтобы схема на всех 
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5) 
1 

: � cz 

частотах была эквивалентна ли
нии, сопротивления Zl и Z2 сог
ласно выражениям (3 .56) должны 
быть функциями частоты.  

Построение сопротивлени й ,  яв-0---_1.---00 ляющихся заданными функциями 

Рис. 3. 1 4  
частоты, всегда бывает весьма 
сложным. Поэтому часто ограни-
чиваются составлением схемы, при

ближенн о  эквивалентной линии на некоторой определенной часто
те . Если выполнить схему и з  активных сопротивлени й  Rl и R2 
(рис . 3. 1 4, а) . где 

ch a.l - I  
R I = 1 2Z I . 

в sh а.l ' 
R2 = 

I ZB I 
sh а.1 ' (3 .57) 

то она будет вносить затухание а.1 и соответствовать линии п о  модулю 
ZB'  В технике связи такие  схемы замещени я  назыв3.ют и с к у с с т
в е н н ы м и л и н и я м и б е з и с к а ж е н и й (не вос произво
дящими искажений сигналов) , или у Д л и н и т е л я м и .  

Для получени я  приближенной эквивалентности линии в известном 
диапазоне частот применяют и с к у с с т в е н н ы е л и н и и с 
и с к а ж е н и я м и (рис . 3 . 1 4, б). Конденсатор в параллельной ветви 
обеспечивает свойственное линиям уменьшение волнового сопротивле
ния и увеличение  затухания с возрастанием частоты. 

Формулами (3.56) можно воспользоваться для установления связи 
между сопротивлениями,  входящими в схему Т, и первичными пара
метрами эквивалентной ей лини и .  Замени м  в выражениях (3.56) функ
ции chl'l и shl'l р ядами по степеням "11 и одновременно введем Z л и 
Уд [см . формулы (3 .54) и (3 .55) ] .  Тогда ' 

ch '11 - 1  ('11)2/2 1 + ('11)4/41 + . . .  
Z\ = 2ZB = 2ZB --'-'---'----'-'-'--:....:..-'---- __ о 

sh '11 '11 + (yl)3/3! + . . .  
'11 + (1'1)3/3 · 4 +  . . .  

,= ZB 'У1 k1 Zл; 
1'1 + (1'1)3/2 .з +  . . .  

Zл Ул k\ = I -- (1'l)2/ l2 = 1 -
12 

; 

1 1 1 
- = у! = - sh 1'l = - (yl + (1'1)3 /3! + . . .  ) = 
Z2 ZB ZB 

= �l ( 1  + (1'1)2/6 + . . . ) = k! Ул; 
в 

ZJI ул k2 =  1 + (1'1)2/6 = 1 +  
6 

. 

(3 .58) 

(3 . 59) 

Таки м  образом, в схему Т,  эквивалентную линии , должны входить 
сопротивления:  

(3 . 60) 
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Сопротивление ZI меньше полного сопротивления  проводов линии ,  а 
проводимость у 2 больше полной ее проводимости . Чем меньше затуха
ние линии , тем больше значения сопротивлений схемы замещения приб
лижаются к значениям сопротивлений проводов и изоляции линии.  Если 
постоянная передачи линии настолько мала, что величинами (уl)2/б 
и (,\,1)2/ 12  по сравнению с единицей можно пренебречь, то коэффициенты 
k1 и k2 можно принять равными единице. 

3.5. ВОЛНОВЫЕ МАТРИЦЫ ОДНОРОДНОЙ ЛИНИИ 

Рассматривая линию как четырехполюсник и отображая ее свойст
ва матрицами (� ) ,  (.�) , �Y) '. связывающими напряжения и токи на ее 
входе и выходе U о ,  U 1,  10' 1 1 , мы получили возможность строить экви
валентные схемы линии из сосредоточенных сопротивлений, и тем са
мым задачу о передаче энергии по линиям свести к расчету схемы за 
мещения . 

Однако основными переменными . характеризующими процессы 
передачи энергии в линиях, являются напряжения и токи падающих 
и отраженных волн Ина", i па д, (; О т Р '  ioTP' И использование их во мно
гих практических задачах облегчает решение последних .  

Поскольку напряжение и ток всякой бегущей волны однозначно 
связаны друг с другом величиной ZB и при ZB = 1 численно равны друг 
другу , в к�честве. OCHOBH�IX пере.менных удобно выбрать четыре вели
чины - U1, aAo ,  и от р о ,  Uпад l , и от р / - И характеризовать линию на
бором коэффициентов, связывающих эти величины. 

Рассмотрим матрицу (А) линии .  Ее можно представить в виде про-
изведения трех матриц: ( ,СЬ yL ZB sh YL ') .=. _'_ ( : - sh у/ сЬ у/  2 __ \ ZB 

/ 

ZB 

(3 . б 1 ) 

в справедливости этого разложения легко убедиться , перемножая 
матрицы .  Теперь уравнение линии можно представить в матричной 
форме: 

(3 . 62) 

Рассмотрим частные преобразования, осуществляемые каждой из 
трех матриц, входящих в выражение (3.62) : 

_' ( '  ZB) (' ?I ) � + (�I + ZО �I ) = ( �паД l ) . 2 I -zo 11 - UI -Zo ll .. иотр l 

Это преобразование переводит И 1 И i 1 В напряжения падающей и от
раженной волн на конце линии [см . вывод соотношений (3.40) ] :  ( еУ1 о ) х 

О е -У1 
(�пад l ) = (�HaД l �_Y�I) = (�ШIД О) . 

U отр 1 U отр I е U отр О 
(3 . 63) 
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Данное преобразова ние пересчитывает напряжения падающей и от
раженной волн в конце линии в соответствующие напряжения в нача
ле ее: 

(3 . 64) 

Это последнее преобразовгние напряжения падающей и отражен
ной волн в начале линии в полные напряжения и ток на ее входе. 

Во многих случаях, в частности в технике СВЧ,  напряжения па
дающих и отраженных волн могут быть измерены непосредственно. 
В таких случаях отпадает необходимость в переходах от полных на
пряжений и токов к напряжениям падающих и отраженных волн и 
обратно, и линию можно представить схемой, приведенной на рис. 3. 1 5. 

де 
Связи между волнами на входе и выходе линии можно записать в ви-

(�пзд о ) = (�пп �по ) ( (:паД l ) . U 01"Р о ОП 00 U ОТР 1 

в нематричной форме соотношение (3.65) дает два уравнения: 

Uпад о =Т  пп Uпад I + T пп иотр 1 ;  
иОТР 0 == Топ Uпзд l+ ТОО иОТР 1 ·  

(3 . 65) 

(3 .66) 

Матрица, связывающая напряжения падающей и отраженной волн 
• • на входе линии с напряжениями падающеи и отраженнои волн на  ее 

выходе. характеризует волновые свойства линии и называется в о л
н о в о й м а т р и Ц е й п е р е Д а ч и .  Обычно ее обозначают сим
волом (Т) . ДЛЯ однородной согласованной линии в соответствии с ра
венством (3 .63) имеем: 

(еУ/ О )  (Тпп Тпо) (Т) =  =0 . 

о е -УС Топ ТОО (3 . 67) 

Как видно, для однородной согласованной линии не равны нулю 
только два параметра: тнп= и пзд / и пз д l - коэффициент передачи 
при СОГ.'Jасовании на выходе и Т 00 = (; ОТРО/ и отр 1 - величина, обрат

ная коэффициенту передачи энер
гии от выхода к входу линии при 
согласовании на входе. 

� 
-=v- Тп п 
иотр о То n 

Рис. 3. 15  
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В общем случае могут быть не
согласованы вход и выход линии и 
внутри последней иметься вызы
вающие отражения неоднородности . 
В этом случае все параметры линии 
зависят от ее свойств и условий на 
ее входе и выходе. 



Матрица (Т) - матрица рабочих параметров линии. Часто приме
няют также в о л н о в у ю м а т р и Ц у р а с с е я н и я :  

(�отр о ) =, (�оп �оо ) (�пад о) . (3 . 68) 
Ицац l пп по Иотр l 

Соотношение (3.68) в нематричной форме: 

иОТР о = Sоп Uпад о+ Soo иОТР 1 ; 
Uпал. l = SПП Uпад о+Sп о UOTp'l' 

(3 . 69} 

Если на выходе линии приемник включен согласованно. то и ОТ Р!= 
=0. Orсюда параметр S оп = И ОТРО! (; падо. при (; ОтР I = О для одно
родной согласованно нагруженной на приемном конце линии Sоп есть 
коэффициент отражения на входе. он не равен нулю при Zr=1=ZJj' Второй 
параметр Soo = и отро! ИотР 1  при Ипадо = О определяет условия пере
дачи энергии от выхода к входу линии.  

Параметр Suп = ИпадllИпадо при t.; ОТ Р О  = О характеризует ус
ловие передачи энергии от входа линии к ее выходу. Sпо = и uод/ 
I V отР 1 - коэффициент отражения на выходе линии при передаче энер
гии от ее выхода к входу. 

Для однородной согласованно нагруженной с обоих концов ли
нии матрица (S) имеет вид: 

(3. 70) 

Здесь не равны нулю только коэффициенты , определяющие условия 
передачи энергии. 

В общем случае между элементами матриц (S) и (Т) имеются соот
l'Iошения:  

1 Тп п =s; п и 
Из выражений (3.4 1 ) ,  (3.6 1 )  и (3.67) следует также, что 

(А В) 1 { (Тп п  Тп о) ( l ZB) . ] 1 ) 
С D = 2\-1 _ � Т о п Т о о О -ZB 

. 

\ ZB ZJj 

Рассмотрим уравнение линии в виде 

(�:) � +С - 'J (У:, y� Н:" .-�l) х 

1 
О 

Х VZB С ZB) (�l ) .  1 1 -ZB [1 О У4 

(3 . 7 1) 

(3 . 72) 
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�атрица (А ) линии представлена здесь в виде произведения пяти 
множителей . По сравнению с разложением (3.6 1 )  две дополнительные 
матрицы осуществляют нормирование волн напряжения умножением 
на I /VZB и обратный переход к ненормированным волнам умножением 
на  VZ • .  

Объединяя операцию перехода от напряжений и токов к напряже
Ниям падающих и отраженных волн � операцией нормирования,  раз
ложение матри цы (А ) (3.72) можно представить в виде 

(А В) = _1 ( �ZB 
С D 2 -VZB 

1 

VZB 
1 

VZB - VZB 

Здесь матри ца (А ) дЛЯ однородной согласованной линии по-прежне
му определяется соотношением (3.67) . 

Таким обр азом , пользуясь схемой, приведенной на рис.  3 . 1 5 ,  и оп
ределением матрицы (Т) (3.67), можно считать , если это удобно, зна
чения падающих и отраженных волн напря жения нормированными.  

3.6. ЛИНИЯ, ВОЗБУЖДАЕМАЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ 
ИСТОЧНИКАМИ 

Л ИНИЯ, возбуждаем ая распределенной э. д. с. Мы рассм атривали 
случаи возбуждения электромагнитного процесса в линии генератором. 
подключенным к ее входу . Это обычно бывает при использовании ли
нии для передачи электрической энергии или си гналов упр авления и 
связи и если она является уединенной . 

Однако все линии в большей или меньшей степени подвержены воз
действию внешних электромагнитных полей , наводящих в них  напря
жения и ток и .  Двухпроводные цепи ЛИНf-IЙ связи испытывают влияние 
электротяги . электромагнитных полей от радиостанций ,  со стороны 
других цепей той же линии связи. Во всех этих случаях внешние влия
н и я  не мен яют условий работы цепи ,  им подверженной . Если при пере
даче по .ТIИниям электрической энергии большими напряжениями и то
ками такими влияниями полносгью пренебрегают, то при передаче сиг
налов связи малыми напряжениями и токами с ними необходимо счи
таться. В связи с этим возни кает необходимость рассмотрения линии, 
ВОЛНОВой процесс в которой НЕ'прерывно возбуждается внешними поля
МИ.Их действие можно заменить действием источников напряжения 
или ток а ,  распределенными по длине лини и .  

Пусть под воздействием внешнего переменного магнитного поля, 
создаваемого другой влияющей цепью, в каждом �лементе цепи связи 
наводится Э.д.С. Е (х) dx (рис. 3. 1 6) .  Зависимость Е (х) обусловливает
ся и зменением значения влияющего тока в соответствии с выражеНlfем 
(3.28) или расстояния между влияющей и рассматриваемой линиями. 
Указанная э.  д. с. распределена по всей длине лини и .  Таким образом, 
линию, находящуюся под воздействием переменного магнитного поля, 
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можно представить как бы питае
мой распределенным источни �OM с 
плотностью напряжения Е (х) , 
В!км . 

Э. д. с .  Е (х) dY в каждом эле
менте линии вызовет ток и возбv
дит в линии волновой процесс, для 
расчета которого следует решить 
дифференциальные уравнения ли
нни с учетом внешнего на нее воз-

Zr jE (x)dx 

Рис. 3. 16 

действия .  Как и при изучении уединенной линии, составим 
лентную схему малого участка линии, подверженной 
(рис. 3. 1 7 , сравним с рис. 3.2) . 

Уравнения для приращения напряжения и тока на этом 

- d(; = (R + jroL) dx i + Е  (х) dx ; -dI"= (а + jroC) dx и .  

эквива
влиянию 

участке : 

При отсутствии источников на коНЦ(tХ линии величины iJ и j вы
званы здесь источниками, распределенными по ее длине. Разделив эти 
уравнени� на dx, взяв в первом из них вторую производную по х И ис-
ключив d//dx, получим: 

(3 . 73) 

Это уравнение в отличие от уравнения (3.3) неоднородно. Общее ре
шение его есть сумма общего решения однородного и частного решения 
неоднородного уравнений. Частное решение неоднородного уравнени я  

. 

I S ' u (х) = у Е '  (х) sh У (х- и) du 

характеризует волновые процессы, вызванные распределенными источ
никами. 

Определение произвольных постоянных интегрирования приводит 
в рассматриваемом случае к громоздким ВЫК.'1адкам, поэтому восполь
зуемся волновыми свойствами однородной линии ,  ее свойствами как 
четырехполюсника и принципом наложения. 

Принцип наложения  позволяет утверждать, что, поскольку цепь 
• • 

линейна, элементарная э. д. с .  Е (х) dx = dE (х) в каждом бесконечно 
малом элементе линии действует независимо и вызывает свою реакцию. 

-- х L dx /::'\ -'""""""'"' --
ifx) Ilti [Щdх ifxl +ai{x} 

- '-/ 1 
• 

f CdI ] GdX 
U(x)+d.u(x) U(L}' 1 

ох ах 

Рис. 3. 17  
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I 
Результат действи я полной э. д. с. есть сумма результатов от действия 
всех dE (х). 

Рассмотрим действие э. д. с. dE (х) , находящейся в точке, удален
ной на расстояние х от начала линии (рис. 3. 1 8) .  В этой точке возни
кают две волны с напряжениями 0,5 dE' (х) и - 0,5 dE (х), соответствен
но расходящиеся в стороны концов линии АВ. Напряжение волны, па
дающей в точке А линии, равно 0,5 Е (х) е-УХ , а падающей в точке В -
- 0,5 dE (х) е- уЦ - Х) . . . 

Если в линии dE (х) действует э.Д.С. Е (х) , распределенная по всей 
re длине, то напряжение падающей волны: 

в начале линии 

в конце линии 

1 
. 

1 S .  
" U�ад (О) =2 dE (х) е - ,Х; 

О 

I 

ипад (1) �� - + S dЁ (х) е -- У (l - x) . 
О 

(3 . 74) 

(3 . 75) 

При согласованных нагрузках на концах линии ве.'1ИЧИНЫ и пад(О) 
И и пад (1) являются напряжениями на концах линии, а токи соответ
ственно; 

i (о) = uпад (о) /zв и i ( l )  = Uпад (I) /Zн . 
При несогласованных нагрузках н а  концах линии возникнут от

раженные волны , которые наложатся на падающие здесь BO.TIНЫ. 
Напряжение суммарной волны, падающей : 
на нагрузочн ое сопротивление Zл. включенное в начале линии в 

точке А :  

(3 . 76) 

на нагрузочное сопротивление  711 ' включенное в конце линии 
в точке В: 

(3 . 77) 
Определим ток, возникающий в сопро,,:ивлении Zи.  Для упрощения 

расчета суммарную волну напряжения и в ,  падающую на сопротивле
иие Zи,  заменим эквива лентной ей по действию на сопротивление Zи 
падающей волной в точке А линии . Последняя должна иметь напряже
ние (; в eVI • 

Допусти м далее, что волна с напряжением и в, падающая в точке В, 
вызывается не внутренними э. д .  с .  линий, а генератором с сопротивле-

,. Uпад (О) В отличие от Uпад (О) , рассмотренного в § 3.3,  падает на вход ли
нии изнутри .  
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х 
-f""--

df а)(х) Z I 

Рис. 3.1 8 

а-х) А В 

.--/t- 6 Ёз 'Е - -
lr 2 

,. 

Рис. 3. 1 9  

нием Zr и Э .  д. с .  Ео, ПОДКJIючеННЫМIf к входу А линии . В отношении 
действия на сопротивление ZH существенно напряжение, а не причина 
возникновен ия волны. Таким образом , приходим к ЭКВl1В1лентной схе
ме линии (рис.3 . 1 9) .  

Для возбуждения тякой волны э .  Д. с. генератора с внутренним со
противлением Z,. должна быть: 

Ток в сопротивлении ZH 
. Ев J (1) = 

Zприв 

Ив еV I (ZB + Zr) 
ZB Zприв 

(3 . 78) 

(3. 79) 

Здесь Z П Р Ii "  определяется выражением (3 .48) ,  а ив - выражением 
(3 .77) . Подставляя его значение в форму лу (3.79) , получим 

i ( l) = 
1 

[Ипад (l) еV I (zв + zг) + Ипад (О) (Zг - Zв)] ' Zп ZПРИВ 
(3 . 80) 

Аналогично можно ПОЛУЧИТh выражение тока, ПРОХОJlящего через 
сопротивление lr на конце А линии .  

Линия, возбуждаемая распределенным источником тока. Если цепь 
связи находится в переменном электрическом поле (рис . .  3. 20) . то каж
ДЫЙ элемент провода представлиет собой как бы обкладку конденсато
ра и в нем индуцируются электрические заряды . Эти заряды, растекаясь 
по проводам, создают ток , значение которого в месте его возникновения 
зависит не от сопротивления цепи ,  а от значеНАЯ вызвавшего его заря
да . Таким образом, линию, находящуюся под воздействием переменно
го электрического поля, можно предстаВИТh как бы питаемой распреде
ленным источником токя, возбуждающим в линии волновой процесс, 

-t- + + + + + + + + + + U 
Е 

Рис. 3..20 

-

(; (.Т) 

х 

Rdx L dX /(х/+аl(х) 
-

� � t . fI (х) + cifI(x f"dX I)Gd( 
�з(х)ах 1 

ах 

Рис. 3.21 
145 



а} Un о) Un 
-

Z8 . �  Z8 Z/1 
. 

Un [= - [=-Z8 Z8 
6) VN (О) 

А В liпщ г) . lfз -
(;П(О) ц,m Zr [3 Z/1 
Z8 Z8 

Рис. 3.22 

проходящий аналогично таковому при действии распределенных ис
точников Э.Д .с .  

Эквивалентная схема бесконечно малого элемента линии приведена 
на рис. 3 .2 1 . Задача п о  определению возникающих на концах линии то
ков и напр яжений и в этом случае может быть решена определением ре
акции от элементарного ИСТОЧНI-Iка тока и интегрирования по длине ли
нии . Здесь в отл;.:rчие от рассмотренной задачи о линии с источником 
э. д. с. напряжение волн,  расходящихся из точки приложени я  источ-
ника х, будет 0,5 df (.Y)ZB' и обе волны напр яжения будут одного знака .  
При наличии распределенных э. д .  С .  и токов действие тех и других сум
мируется в соответствии с принци по!\'l наложения .  Все изложенное по 
отношению к линии вообще справедливо при  решении практических 
задач по расчету подверженных внешним влияниям двух- и однопро
водных цепей связи различных конструкций.  

Эквивалентная схема линии с распределенными источниками. Дей
ствие распределенных по линии источников на нагрузки с сопротивле
ниями Zr и ZH'  включенные на концах линии , вполне определяется вол
нами ,  падающим и  и з  линии на ее концы. 

� случае распределенных э. д. с .  напряжени я  этих волн И пад(О) 
И И пад ( 1) определяются выражениями (3.76) и (3.77) . Это обстоятель
ство пОЗВоляет построить схему замещени я  линии с распределенными 
источниками как пассивной линии с генераторами соответствующих 
волн на ее концах.  

Для составлени я  схемы генератора бегущей волны заметим ,  что для 
этой волны обязательным является соотношение Ипад = zBi пад' 
Это значит, что в указанную схему должен быть включен генератор 
с Э.Д.С. Е = Uпад и сопротив.lением Zr = о и генератор тока iпад= 

1 . . 
= z Инн д И УГ = О (рис. 3.22, а) . 

в 
Допустим ,  что с двух сторон образованного таким образом а ктив-

ного четырехполюсника включены сопротивлени я  ZИ' Тогда в левом соп 
poтивлeHи и  будет ток: 
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uпад + _1_ 
2ZB 2 



в правом сопротивлени и  
. ипад \ ипад 
[прав = - --=:с=. + - --=;.;;..;..;... = 0 .  

2ZB 2 ZB 

Как видно, имеет место необходимое одностороннее действие. Пусть 
тепер ь  одно из сопротивлений Zи =1= Zn (рис. 3.22, б) , тогда 

ипад 
ZB 

т. е. при согласованной нагрузке 1 11 " н п  = О, при несогласованной 

!\l paH = fJиi В " Д '  
ТОК в сопротивлени и Z1/ 

. ипад 
[ - + лев 

- ZH+ZB 
Ипад 

ZB 
Токи ,  ВЫЗRанные в сопротивлении  Z 11 и В линии ,  полностью соответ

ствуют создаваемым падающей волной с напряжением U\lад'  Исполь
зуя рассмотренную схему ззмещения  генератора ВО,!1НЫ ,  построим схе
му замещения  линии (рис. 3.22, в) . Она содержит независимые источ
ники напряжения  и тока и называется схемой а к т и в н о г о а в т о
н о м н о r о ч е т ы р е х п о л ю с н и к а .  

Можно построить вариант схемы замещения ,  в которой все эквива
лентные ИСТО'lНики находятся с одной стороны пассивной линии . Так ,  
если перенести источники с конца В схемы, приведенной на рис.  3.22, в, 
влево с одновременной заменой их эквивалентными , получим схему 
(рис .  3 .22 , г) . Здесь 

. _ . . Vl .  из -- Ипад (о) -Ипад ( l )  е , 
. \ .  • Vl] Iэ = ZB [Ипад (О) + Ипад (l) е . 

(3 . 8 \  ) 

Рассмотренные в этом разделе приемы с успехом применяются при 
расчете влияний между линиями . 

3.7. 

НЕОДНОРОДН
Ы

Е 

Л
И

Н

ИИ 

В радиотехнических и электронных устройствах .z:.pyroro назначе
ния для формировани я  импульсов, согласования сопротивл�ний ,  в ка
честве элеМеНТОВ фильтров и для других целей широко применяют не
однородные линии . Параметры таких линий изменяются вдоль ее дли
ны от точки к точке по какому-либо закону. Обычно это линии с весьма 
малыми потерями . 

Для получения  уравнений ,  приближенно описывающих процессы 
в неоднородных линиях ,  следует в уравнениях  (3.2) пренебречь пара
мe-rрами R и G и посчитать L и С зависящими от координаты х.  Это дает 

dИ . di . 
- -- = jwL (х) 1 ;  - - = jwC (x) И. (3 .82) 

dx dx 
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Как и в случае однородной линиJ:l ' перейдем 1{ уравнению, содержа
щему одну неизвестную . функцию U. ДЛЯ этого возьмем вторую про

dU изводную по х от - - dx . 

d2 (; di dL (Х) . 
-- = jwL (х) - + jw 1 (х) . dx2 dx dx 

Исключим теперь j и di /dx, подставив их значения из первого и вто
рого уравнений (3.82) : 

d2 (; • 1 dL (х) d(; 
--=- = jwL (х) С (х) И + -- --'-'-
dx2 L (х) dx dx 

Последнее уравнение можно записать также в виде 

. dL (х) . 
у2 (х) U �C jw 1 . dx (3 . 83) 

Сравнивая уравнение (3.83) с (3.3) и (3.73) , можно процессы в неод
нородной линии интерпретировать как волновые. Они , однако, отлича
ются от процессов в однородной линии . Во-первых, постоянная рас
пространения у (х) (в линии без потерь фазовая скорость) зависит от х: 

Y=ljw VL (x) C (x) = j� (x); и = oo/� = 1 /VL (x) C (x) . (3 . 84) 

Во-вторых , в каждой точке линии имеется как бы источник э .  д. с . ,  
порождающий новые волны, накладывающиеся н а  бегущую по линии 
волну и деформирующие ее. Эта деформация изменяет отношение на
пряжения к току в волне при переходе от точки к точке и является след
ствием зависимости от х волнового сопротивления линии: 

Zп = l/L (х) /С (х) . (3 . 85) 
Более конкретные результаты при описании процессов в неоднород

ных линиях можно получить, задавшись определенным законом изме
нения L (х) и С (х) . В частности , если L (х) = L oekx и С (х) = С oekX,  
линию называют э к с п о н е н II и а л ь н о й . 

у экспоненциальной линии 

ZB�= V L (х) /С (х) == VLo/Co e kx; v = I / VLo Со' (3 .86) 

Скорость распространения  волны вдоль экспонеНllиальной линии 
сохраняется постоянной . Отличие от процессов в однородной линии 
здесь сводится только к деформации волны из-за непрерывного отраже
ния .  

3.8. ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В НЕСИММЕТРИЧНОй 
ДВУХПРОВОДНОй ЛИНИИ 

Практические задачи.  В теории однородной уединенной линии пред
полагалось, что ток в обоих проводах линии один и тот же и линия не 
подвержена никаким внешним влияниям. В уединенной линии име-
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ется одна цепь тока, и ,  таким образом, понятия «линия» и «цепь» тож
дественны. 

Все соотношения, определяющие процессы в такой двухпроводной 
линии, называемой также с и м м е т р и ч н о й, полностью справедли
вы и для однопроводной линии .  

В действительности , даже уединенные дву хпроводные линии , а 
также рельсовые цепи не свободны от влияний земли (утечка тока в зем
лю) . Эго положение усугуб.llяется различием параметров самих прово
дав цепи. 

Кроме того, в большинстве случаев цепи многопроводных линий 
располагают на общих с другими цепями того же, а иногда и другого 
типа опорах. Современные воздушные линии связи содержат до 40 про
водов, влияющих друг на друга, а кабели связи - большое число жил, 
заключенных в общую оболочку; высоковольтно-сигнальные линии 
автоблок",ровки несут на общих опорах высоковольтные и сигнальные 
провода; линии электропередачи часто состоят из двух цепей; линии 
связи местами проходят вб.IIИЗИ линий электропередачи, на участках с 
электрической тягой - параллельно тяговому проводу дороги.  Есте
ственно, что в этих условиях неизбежно должно проявляться взаимное 
влияние линий .  

Все это говорит о том, что при расчете различных устройств не всег
да можно применять теорию однородной уединенной линии .  Следует 
вопросы работы цепей с распределенными параметрами рассматривать в 
условиях взаимных влияний между ними . При применении мер по уст
ранению взаимных влияний (скрещивание цепей воздушных линий свя
зи, скручивание в группы жил симметричных кабелей, транспонирова
ние проводав линий электропередачи , стремление к одинаковым пара
метрам симметричных цепей всех типов) во многих случаях можно для 
каждой отдельной цепи пользоваться уравнениями уединенной линии, 
что чрезвычайно упрощает расчеты условий передачи энергии .  

Однако ряд практических задач [например , учет взаимного влия
ния разных линий друг на друга , использование для передачи энергии 
всей совокупности проводов линии (пучка) , как при организации поезд
ной радиосвязи и передаче высокочастотных сигналов по высоковольт
ным линиям злектропередачи, учет влияния неоднородности проводов 
цепи , включая обрыв одного из  них,  на  УС,'lовия передачи по ней и др . !  
требует более строгого и точного анализа процессов. учитывающих 
взаимодействие всех проводов влияющих линий. Всю совокупность 
вычислений  по общему решению этих задач из-за их  громоздкости и 
сложности следует разде"'lИТЬ на ряд более мелких. 

Любая задача в области теории линий содержит три части: 
вычисление первичных параметров проводов и цепей многопровод

ной линии, включая взаимные сопротивления  и проводимости . Рас
чет собственных и взаимных СОПРОТИВЛЕ;НИЙ и проводимостей проводов 
(или цепей) при наличии большого их числа с учетом близости земли 
или проводящей оболочки ,  конечной проводимости последних  и нали
чия конструктивных неоднородностей оказывается во многих случаях 
также весьма сложным. Поэтомv значения собственных и взаимных • 
параметров часто устанавливают измерениями; 

149 



вычисление волновых параметров многопроводной линии; 
выявление влияния несогласованности нагрузок на концах линии 

и определение рабочих условий передачи энергии .  
При решении любой практической задачи следует определять соб

ственные первичные параметры, а затем (при необходимости) учитывать 
волновой характер процессов в ЛИНИd и состояние ее концов. 

Уравнения однородной уединенной линии (3.2) отражают процес
сы в линиях определенной конструкции (см. рис. 3.3) .  Э.'Iектромагюп
ные процессы в этих линиях определяются одним током и одним на
пряжением. В любой точке линии токи в обоих проводах одинаковы по 
значению и противоположны по направлению. Процессы в двухпро
водной линии можно характеризовать одним напр яжением и одним то
ком только в том случае, если можно пренебречь присутствием вблизи 
проводов земли и или других проводящих поверхностей, например ка
бельных оболочек. Во многих практически важных случая х  явления 
в линиях следует рассматривать с учетом близлежащих проводящих 
поверхностей . 

Уравнения двухпроводной линии над проводящей поверхностью. 
Двухпроводная линия (рис. 3.23) образована двумя проводами , пара
метры которых в общем случае могут быть различны . Токи двух про
водов этой линии из-за утечки части их в землю различны . Такие линии 
называют н е с и м м е т р и ч н ы м и .  

Пусть первичные параметры однопроводных цепей , образованных 
каждым из проводов с возвратом тока по земле, соответственно будут: 
R1, L1 ,  с ; ,  G { .  R2 • L 2 • с2,  G2 . 

Емкость и ПРОВОДИМОСТЬ провода относительно земли зависят от 
того, как l-I X  измеряют: в присутствии или в отсутствии второго провода . 
Штр ихи у величин С' и О' означают, что они измерены в присутствии 
второго провода или вычислены с учетом этого присутствия .  Величины 
С' и О' называют частчqными емкостями и проводимостями линии. 

Кроме собственных первичных параметров, двухпроводную линию 
характеризуют в з а и м н ы м и п а р  а м е т р а м и: R12, М12 , 
012 , С1 2 . Взаимное сопротивление R12 - общая часть сопротивления 
петель (контуров): первый провод - земля и второй провод - земля;  
М12 -- взаимная индуктивность этих же петель; 0 1 2 ,  С;2  - соответст
венно взаимные проводимость и емкость. 

Схема замещения бесконечно малого элемента двухпроводной ли-
нии с учетом влияния 
рис . 3.2) .  

Zr 

Е 
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Рис. 3.24 

Составим дифференциальные уравнения двухпроводной несиммет
ричной линии, применяя законы Ома и Кирхгофа к эквивалентной схе
ме ее бесконечно малого элемента, как это было сделано ранее по отно
шению к симметричной или ОДНОПР090ДНОЙ линии. 

Изменение напряжения на бесконечно малом участке первого про
вода складывается из падения напряжения на полном сопротивлении 
провода и напряжения ,  наведенного в этом элементе током второго 
провода; 

-dl\ = (R1 + jroL1 )  dxi1 + (R12 + jroMl2) dxi2 , 
аналогично для второго провода 

- dU2 = (R12 + jro М12) dxi1 + (R2 + jroL2) dxi 2 ' 

(3 .87) 

Утечка тока с каждого провода в любом элементе линии происхо
дит как в землю за счет напряжения провода относительно земли , так 
и на второй провод, если его напряжение относительно земли не равно 
напряжению рассматриваемого провода: 

-di1 = (G: +jroC ; )  dxU1 + (О{2 + jroC{ 2) dX(U1 - U2) �� 

"� [G{ + G� 2 + jro (C; + C; 2 » ) dxUl + [ - (G{ z + jroC{2) ] dxU2; 
-di2 = [ - (о; 2 + jro С; 2) ]  dxU1 + [О2 + G;t + jw (С2 + С{2» )  dXU2' 

Обозначим 
Ri + jro[' i = Zi i ;  R ij + jroMjj= Zij; 

O ! + O � . = O.'.· C � + C' , = CH '  I '/ н ,  l lJ ' 
Ои + jroCii = Yi i ;  -(G1i + jwC1j) = Уи· 

(3 . 88) 

в принятых обозначениях уравнения двухпроводной линии будут: 

dU1 • • 
- - = ZII 11 +Z12 1z; dx 

di1 • • 
- - = YII U1 + Y12 U2; 

dx 

dU2 • • • - = Z2} 11 +Z22 12' 
dx 

di 2 • • - - = У21 1} + У22 12 ' dx 

(3 .89) 
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Систему (3.89) можно записать в матричной форме: 
d (и) ' . d (i ) . 

-
= (Zпр) (/ ) , - = (У из) (и) . dx dx 

(3 . 90) 

Эта система матричных уравнений соответствует системе уравне
ний однопроводной линии (3.2) . Здесь, как и при переходе от неразветв
ленно� цепи к разветвленной, характеристики проводов Zпр и Уиз 
заменились матрицами: 

(Zпр) = (Zн Z12) И (уиз) = (Ун У12) . 
Z21 Z22 У21 У22 

Продифференцировав первое и второе уравнения системы (3 .89) по 
х и заменив производные от токов па х и х  значениями , взятыми из треть
его и четвертого уравнений, получим уравнение второго порядка, со
держащее только напряжения 

d 2 (И) . 
--'-2- =  (Zпр) (УНЗ) (и) . (3 . 9 1 )  

dx 

В нематричной форме уравнение (3.9 1 )  имеет вид: 

Решение уравнений двухпроводной линии. Матричное уравнение 
(3.91 )  совершенно подобно уравнению (3 .3) однопроводной линии.  Ис
пользование матричной формы записи позволяет формально по анало
гии между уравнениями сразу составить решение уравнения (3 .91 )  и 
результаты , полученные для двухпроводной линии , распространить 
на линии с любым числом проводов. 

Составим решение матричного уравнения (3.91)  в виде выражений 
(3.5) : 

u (х) = А1 е -У;;> х + А2 еУ '"  х ; 
i (х) = -1- (А1 е - У '" X _A� eR Х). Zn 

(3 . 93) 

В этих решениях и, i, A1,  А 2 , 1'2, Zn - матрицы. Для перехода к 
нематричной форме решений прежде всего следует найти значения 
у.у2 и еУ;;> х. Последнее можно осуществить, пользуясь теоремой Силь
вестра, для чего в свою очередь необходимо определить характеристи
ческие числа матрицы 1'2 - k2, являющиеся корнями уравнения 

I 
(1'н _k2) 1'� 2 = О .  

1'�1 М 2 _ k2) (3 . 94) 

Уравнение (3.94) - биквадратное и имеет четыре попарно сопря
женных корня ± k1,2' 
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Опуская довольно громоздкие промежуточные выкладки,  выпишем 
окончательные решения: 

U (х) = (А e-k, х + А ek' X)+(A e-k, х + А  ek• X). 1 11} 112 ]2} 122 ' 

и· ( )  (А --k, х+ А  k, X) + (A -- k, х+А  k. X). 2 Х = 21 1 е 212 е 221 е 222 е , 

,. ( ) _ _ _ 1_ (А - k, Х А k, Х) + 1 Х - -- 1 1 1  е - 112 е . ZВl 

Здесь 
1 Z02 = -;; (Z2� -Ч2 ZI2) ; 

Vi2 У§1 ЧI = �2"':"":-"-k-2 ; Ч2 = 2 k2 Уl l- 2 У . l - 2 

Значения коэффициентов Уи определены выражениями (3 .92) . 

(3 . 95) 

(3 . 96) 

(3 . 97) 

Из выражений (3.95) при сопоставлении их с выражени ями (3.5) 

следует, что в двухпроводной линии могут быть два типа падающих и 
отраженных волн . Первый тип волн характеризуется километрическим 
коэффициентом распространения: k1 = а,1 + j�l И ВОЛНОВЫМ со
противлением ZB}' а второй тип волн - соответственно величинами k2 = 
= а,2 + j� 2 И Z02 . Напряжения и токи обеих волн присутствуют в обо
их проводах линии . В линии, состоящей из N проводов, В общем слу
чае могут существовать N пар волн, характеризуемых N различными 
коэффициентами распространения и N различными волновыми сопро
тивлениями . 

Постоянные интегрирования А и, есть амплитуды падающих,  а А j i .  
- отраженных волн напряжения .  Как и в случае однопроводной ли
нии , их определяют через напряжения и токи в начале или конце ли
нии .  

Схема замещения несимметричной двухпроводной линии. Если оп
ределить постоянные интегрирования через напряжения и токи прово-
дов В начале линии iJ 1 (О) , U·2 (О) , /� (О) и i2 (О) , ТО для бесконечно длин
ной линии, в которой имеются только падающие волны , из уравнений 
(3.95) получим: 

U1 (x) = 2 1 {[U1 (O) -ЧI U2 (О)] + ZВI [il (О) +Ч2 i2 (о) J} е -k, х + 
( I -ЧI Ч2) 

+ 
Чl {[ - Ч2 U. (О) + U2 (О)] + ZВZ [Ч)1 (o) + ia (o) J) e- k• x. (3 . 98) 

2 ( 1  -1]1 1]2) 

Выражение для и 2 (х) получается перестановкой индексов 1 и 2 У 
напряжений, токов и коэффициентов Ч .  

В выражениях , определяющих отраженные волны, (и + Zi) за
меняются на ( и - Z/) . Ток волны получается делением напряжения 
на соответствующие ZB' Уравнения несимметричной линии впервые бы-
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Рис. 3.25 

ли получены В .  И. Коваленковым . Двухпро
водная линия над землей (или в экране) ,  в 
которой рассматриваются напряжения каж
дого из ПРОБОДаВ относительно земли (или 

... экрана) , является 2(2 + l ) -полюсником 
(рис. 3.25) . 

Уравнения двухпроводной линии как 
2 (2 + l ) -полюсника довольно громоздки . 

Из уравнения (3. 98) следует, что по простым законам, соответствую
щим законам преобразования напряжений и токов в уединенной 
однородной линии, изменяются линейные комбинации напряжений и 
токов проводов: 

(и1 -1Ъ й2); и] +1')2 i2); ( -1')2 й1 +й2); (1')1 il + i2) · 
Преобразование напряжений и токов на входе линии в напряжения 

и токи на выходе можно представить как последовательность следую
щих преобразований: 

и1 (1) = 
1 [и'  (1) + '1\ и" 

m),  '1 1 - 111 112 
i1 (1) = и ' ( /) -112 i" (1 » ) ;  � ( ( J ) 
U 2 (1) = J [112 и' (1) + и" ( 1 ) ] ;  I 1 -1)1 1)2 
i2 ( 1 ) = [ -Т]1 i '  ( 1) + j" ( 1 ) ] .  } . , . , . и (I) = U (0) ch k1 1 - [ (0) Z� l sh kl l ;  

. J . 
, 

• 

\ 

[ '  ( 1 )= - --уг- и (О) sh k} 1 +  [ '  (О) ch kl l; 
. "  . "  8 1  

. , } и (1) = U  (О) ch k2 1 - [" (О) ZB2 sh k2 1 ;  I J • " • [" (1) = , И (О) sh k2 1 + [" (О) ch k2 1 .  ZB2 , 

и' (0) = [С'! (0)-111 uz (О) ] ;  \ 

i ' (О) - 1 и, (0) + ", i, (О) ] ;  I 1 -Т]1 112 
( и" (О) = [-Т]2 иl (о) + и2 (О» ) ; I i" (О) = .  

1 
[Т]1 il (О) + i2 (о) ] .  

1 -111 Т]2 

(2) (3 . 99) 

(3) 

(3 . \00) 

Z�2 = ( 1 -111 112) ZB2 ' (3 . 10 J )  
ИЗ соотношений (3.99) , если их  читать в порядке (3) , (2) , ( 1 ) ,  слер.ует, 

что приложенные к проводам в начале линии напряжения и токи и1 (О) , 
jl (О), и 2 (О) И j 2 (О) преобразуются в новые независимые переменные 
Й' (О) , i'(o) , И"(О) и i" (О) в соответствии с формулами (3) ; эти но
вые независимые переменные передаются на выход линии по независи-
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мым трактам, характеризуемым постоянными передачи k1 и k 2 И волно
выми сопротивлениями Z�1 и Z�2' превращаясь в величины и'(/) . 
/; (/), U"(l) и i"(l) в соответствии с формулами (2) ; на выходе линии 
эти независимые переменные U'(l) , U" (l) , i' (l) и i" (l) вновь преоб
разуются в напряжения и токи проводов U1(l) , i1(l), U2( l) и 
i2(1) в соответствии с формулами ( 1 ) .  

Схема замещения. В соответствии с выражениями ( l ) ,  (2) и (3) со
отношений (3.99) построена схема замещения двухпроводной линии 
над землей как 2 (2+ 1 ) -полюсника (рис. 3.26, а); структура 2 (2+ 1 )
полюсников 1 , 2, и 3 в свою очередь показана на рис. 3.26, б и в; 2(2+ 1 ) 
полюсник 3 представляет собой соединение четырех трансформаторов 
с соответствующими коэффициентами трансформации; 2(2+ 1 )-полюс
ник 2 есть два независимых четырехполюсника с общим заземлением; 
2(2+ 1 ) -полюсник 1 - то же, что и 3, но включен в обратную сторону. 

Таким образом, схема замещения несимметричной двухпроводной ли
нии представляет собой схемы двух взаимосвязанных трактов пере
дачи. 

Симметричная двухпроводная линия над землей или в экране. 
ДВУХ IIР ОВОДНУЮ линию, провода которой расположены вблизи земли ' 
(проводящей поверхности) и имеют одинаковые параметры ,  называют 
с и м м е т р и ч н о й . 

В этом случае Zll = Z22' У II = У 22' '1']1 = 1 ,  '1']2  = - 1 .  Выраже
ния , определяющие коэффициенты распространения волн и волновые 
сопротивления,  упрощаются: 

kj =· Y (la - lj2) ( Уl1 - У) 2) ; 
lBj = Y (ll l -lj2) / (УI l - Уj2) . 

(3 . 102) 

(3. 1 03) 
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Рис. 3.27 

Электрические и магнитные поля , соответствующие этому типу волн , 
связаны с проводами (фазами) линии. Сами волны поэтому принято 
называть м е ж п р о  в о Д н ы м и или м е ж Д у ф а з  о в ы м и 
(рис . 3.27 ,  а) . 

Сравнивая картину распределения векторов Е и }f с аналогичной 
картиной для уединенной двухпроводной линии (см. рис. 3.3, а) , легко 
заметить, что это тот тип волн, которые существуют в уединенной ли
нии. Эти волны вызываются симметричными напряжениями на входе 
линии. Для второго типа волн: 

k2 = V(lll +lJ2) (Уll + У]2) ; (3 . 104) 

(3 . 105) 

Электрическое и магнитное поля , соответствующие этому типу волн , 
связаны с обоими проводами линии и землей (проводящей поверхно
стью) (рис. 3.27, б, сравним с рис. 3.3,  б) . ВОJIНЫ этого типа в случае 
воздушных линий принято называть з е м л я н ы м и .  Они появляют
ся при приложении напряжения между обоими проводами линии и зем-
лей (проводящей поверхностью) . . 

В общем случае, если не равны И 1 И и 2 или Z н1 и ZИ2' то В двухпровод
ной симметричной линии возникают волны обоих типов. Появление зем
ляных волн в двухпроводных линиях связи крайне нежелательно, так 
как это ведет к увеличению взаимного влияния линий.  

Так как междуфазовая и земляная волны в симметричной линии мо
гут существовать одновременно и независимо друг от друга, их можно 
применять для одновременной передачи двух различных сигналов 
(рис .  3.28) . Это свойство двухпроводных симметричных линий начали 
использовать в технике связи для одновременного телефонирования и 
телеграфирования задолго до разработки теории многопроводных ли
ний. Тот же принцип реализован в рельсовых цепях на участках с 
электротягой для отделения тягового тока от сигнального. 

Напряжение в проводе электрически длинной двухпроводной сим
метричной линии, подвешенной над 

'
землей , 
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иl (х) =+ { [и, (О) -И2 (О)] + lBl и] (О) -i2 (О)]} е -k, х + 

+ + Ни 1 (О) + И2 (О)] + lB2 и] (О) + i2 (О) ]} е --k. х. (3 . 106) 
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Рис. 3.28 

Это выражение получено из формулы (3.98) подстановкой в нее значе
ний 'rJl = 1 и 'rJ2  = - 1 .  

Выражение для напряжения второго провода получается переста
новкой индексов 1 и 2 у напряжений и токов выражения (3. 1 06) . В ли
нии конечной длины амплитуды отраженных волн напряжения содер-
жат разности {и (О) -- Z{ (О)}. Амплитуды токов во всех случаях от
личаются от напряжений соответствующих волн множителем I/'ZB i .  

Если к двухпроводной симметричной линии приложены симметрич-
ные напряжения и нагрузки проводов одинаковы, то (;1 = - (;2 И 
i1 = - i2•  При ЭТ9М 

. . . 1 . . . .  . . 
и1 -и2= 2и1; 1- /2 =  21) ; и1+ и2 =0 ; 11 +/2 = 0 . (3 . 107) 

Земляной волны в линии нет, так как ее амплитуда равна нулю. Из 
уравнения (3.98) . 

. 1 .  . ]  k x U1 (Х) = Т [U1 (0) + ZИl ll(0) е -- ' . 
. . . . 

(3 . 108) 

Если И] И 2 И 11 = 12' то междуфазовая волна отсутствует и име-
ется только земляная волна, при этом 

-;-6) 

J 
k,Z, 

IBZ 

-;-

и1 (х) =+ [Ul (О) + ZB2 i) (О)] е -k. х .  (3 . 109) 

k,l, 
с 

/(11 1<2l, k2(1-1,) 
-;- - - - -:-

г) 
С 

k,(l-I,) 
k,Zt 1Z.7·" /(,(l-Z,) 

[В! 
- - - Рис. 3.29 
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Возмо жность существования волн второго типа в двухпроводной 
линии ,  расположенной над проводящей поверхностью земли ,  при об
рыве одного из проводов линии не вызывает полного прекращения пере
дачи энергии по ней . 

Передача энерги и  в условиях обрыва одного провода. Если генера
тор и приемник включены между проводами двухпроводной цепи, а 
сама цепь уединена,  то при обрыве одного из проводов передача ·энер 
гии от генератора к приемнику прекращается полностью. При располо
жении цепи над землей или вблизи другой проводящей поверхности при 
обрыве одного из проводов передача энергии продолжается .  

Для выяснени я  условий передачи энергии в этом случае удоБНо при
менить уравнения и схему замещения двухпроводной линии, рассмот
ренные выше. Допустим, что цепь симметричная , тогда ее схема заме
щения (см . рис. 3. 26) при 1]1 = 1 и 1] 2 = - 1 преобразуется в схему, 
приведенную на рис. 3.28, которую можно составить иначе 
(рис. 3 .29, а) . Схема замещения линии с оборванным проводом приведе
на на рис. 3.29 ,  6. 

В большинстве практических случаев затухание тракта земляной 
волны Re k2  значительно больше затухания тракта межпроводной вол
ны Re k1. Поэтому тракт земляной волны можно считать электрически 
длинным, передаваемой через него долей энергии можно пренебречь и 
заменить в схеме только входными сопротивлениями (рис. 3 .29, в) . 
Учитывая пересчет сопротивления автотрансформатором , получим эк
вивалентную схему передачи энергии по двухпроводной цепи 
(рис. 3.29, г) . Последнюю схему можно применять для расчета условий 
передачи сигнала в аварийных случаях обрыва провода и расчета кон
трольного режима рельсовых цепей . 



Глава 4 
ЧАСТОТНЫЕ И ВРЕМЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

ЦЕПЕЙ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

4. 1 .  ВОЛНОВЫЕ ПАРАМЕТРЫ ЛИНИй ТЕЛЕМЕХАНИКИ И СВЯЗИ 
И ИХ ЧАСТОТНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 

Частотные характеристики волновых параметров линий. В устрой
ствах железнодорожной телемеханики и связи широко применяют це
пи с распределенным" параметрам" - проводные, кабельные и рел ь
совые линии.  

В установившемся режиме гармонического переменного тока ус
ловия передачи электрической энергии по линии зависят от частоты 
тока . Это влияние проявляется в отклонении параметров R и I� вслед
cтBиe поверхностного эффекта и параметра G из-за изменения диэлект 
рических потерь. Сопротивление проводов или рельсов R и проводн 
мость изоляции G с увеличением частоты тока растут, а индуктивность 
L уменьшается .  

По линиям электропередачи передают электроэнергf'lЮ с какой 
нибудь одной частотой тока, по рельсовым цепям - с одной или не 
сколькими фиксированными частотами тока в диапазоне от 25 до 
500 Гц (в некоторых специальных видах ре.1ЬСОВЫХ цепей используют 
и более высокие частоты); радиоантенны, питающие их  фидеры и линии 
СВЧ работают в относительно узкой полосе частот . 

По линиям проводной связи передают разнообразные сложные 
сигналы. содержащие токи с различными частотами . Сигналы, посы 
лаемые по каждой линии связи , как прави.тЮ, занимают совместно 
широкую полосу частот. По стальным цепям воздушных линий связи 
передают сигналы с частотами до 30 кГц, по цветным цепям - до 
150 кГц, симметричным парам кабелей дальней связи - от 12  до 
552 кГц и коаксиальным парам кабелей связи _. от 60 кГц до 6 МГц 
и выше. 

Условия передачи сигналов по линиям во многом зависят от и х  
волновых параметров. Если цепь замкнута с обоих концов н а  согласо
ванные сопротивления Z" = Zп = ZB ' то условия передачи полностью 
опредеЛЯЮТС5i выражениями (3 .30) : 

U (O) = U (I) eV/; i (O) = i  (l) eV/; U (O) /i (O) = U ( I ) ji (I) = ZB '  

т. е. значениями волновых параметров: 

(4 . 1 )  
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для расчета ВОЛНОВЫХ параметров линий связи и установления за
висимости их от частоты используют формулы (4. 1 ) ,  значения первич
ных параметров в которые подставляют с учетом зависимости их от 
частоты . 

Общий характер изменения волновых параметров линий связи на 
примере цепи симметричного кабеля с жилами диаметром 1 ,2 мм иллю
стрируется рис. 4. 1 ,  а и 6 и 4.2 .  

На рис. 4. 1 ,  а и 6 и рис.  4 .2 приведены частотные зависимости соот
ветственно километрического коэффициента затухания, фазовой ско
рости и модуля и аргумента волнового сопротивления . Так как провода 
существующих линий всех типов по конструктивным соображениям 
располагают по возможности близко друг к другу, то всегда выпол
няется неравенство RIG > [/С. Этим объясняется уменьшение модуля 
волнового сопротивления линий с увеличением частоты и отрицатель
ный знак аргумента волнового сопротивления .  

Поскольку емкость от частоты не зависит, а индуктивность умень
luается , изменение знака последнего неравенства с возрастанием час
тоты тока может произойти только вследствие изменения R и G в том 
случае, если увеличение проводимости изоляции G будет превышать 
рост сопротивления проводов R. При больших потерях в диэлектрике 
может быть R/G < L/C, и тогда угол волнового сопротивления будет 
положительным. 

В рельсовых линиях емкостной составляющей П Р ОВО)IИМОСТИ изо
�яции можно пренебречь .  С учетом этого их волновые параметры 

.. ;- R+ jroL Ze = V G ; У =  Y(R+ jroL) а .  

Поэтому аргумент волнового сопротивления рельсовых линий ос
тается положительным во всем диапазоне частот. Модуль и аргумент 
Ze ,  а также коэффициенты а и � рельсовой линии с увеличением час
тоты возрастают (рис. 4 .3 и 4.4) .  

D)rx. НП//(Н D,З 
IЦ 
0.' / 

/ 
v 

V 

/ZB/OH 
чОО 
JOO � 
zoо .'-'-

O)u;J(�/C 10 10 ]0 40 зи/оо 100г,,,гц 100 
ни! 
Z,/US

v J /U5f-----t---t--+--+I fHf---j--! 

о 
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10 
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Рис. 4.3 Рис. 4.4 

Orличительной особенностью рельсовых линий является большая 
проводимость изоляции G (нормативное значение G для магистральных 
дорог равно 1 См/км) .  Поэтому рельсовые лииии, иесмотря на их отно
сительно небольшую длину (l < 2,6 км) , относят к линиям 'С большими 
потерями, фазовая скорость распространения сигналов в которых зна
чительио ниже скорости света и находится в пределах от 500 до 
6500 км/с. 

В общем случае аналитическое исследование частотных зависимо-
u u u стеи волновых параметров линии связи и рельсовых линии затрудни -

тельно, и ,  как правило, используют и х  экспериментальные характе
ристики . 

В отдельных случаях волновые параметры можно рассчитывать по 
более простым приближенным формулам. К таким случаям относятся :  

1 )  вычисление параметров воздушных и кабельных цепей связи 
при условии, что R « roL и G « ыС. Здесь можно использовать приб
лиженные формулы, полученные из равенств (4 . 1 ) :  

где 

а =-1 (.в...-+ GZ ) . 
2 ZB В , 

1\ = 00 V LC ; 

ZB = УЦС, 
а - километрический коэффициент затухаиия; 
� - километрический коэффициент фазы; 

ZB - волновое сопротивление. 

(4 . 2) 

(4 . 3) 

(4 . 4) 

По формулам (4 .2) --- (4 .4) следует рассчитывать параметры цвет
ных цепей воздушных линий связи, работающих в диапазоне звуко
вых частот и выше, и параметры цепей симметричных кабелей при пе
редаче по ним сигналов частотами порядка 50 кГц и выше; 

2) вычисление параметров цепей симметричных кабелей связи, по 
которым передаются сигналы низкими частотами , когда R » roL и 
а «  ыС. В этом случае 
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Рис. 4.5 

3) вычисление параметров коаксиаль
ных кабелей и высокочастотных парамет
ров линий электропередачи, когда потери в 
изоляции значительно меньше потерь в 
проводах и имеет место сильный поверхно
стный эффект: 

� -� --
R 

4) вычисление параметров рельсовых линий при передаче по ним 
сигналов с относительно высокими частотами (выше 400 Гц) , когда 
R � roL: 

у ,= V jUJLG; а =  � =  V UJLG/2; Zп = V jUJL!G. 

Следует подчеркнуть, что зависимости волнового сопротивления,  
затухания и фазовой скорости от частоты представляют собой крайне 
нежелательное я вление, так как приводят к искажениям передавае
мых по линиям сложных сигналов. 

Условие минимума потерь в линии. Из соотношений (4. 1 )  следует 
зависимость волновых параметров линии - километрического коэф
фициента затухания,  километрического коэффициента фазы и волново
го сопротивления -- от ее первичных параметров. Выясним, какие 
должны быть значения индуктивности и емкости линии, чтобы при за
данных активном сопротивлении R проводов и проводимости изоляции 
линии G километрическое затухание было наименьшим. Для этого оп
ределим мощность потерь в бесконечно малом элементе линии dx 
при прохождении по нему одиночной волны с напряжением U и током 
J .  Эти потери складываются из потер ь в активном сопротивлении 
проводов {2R и потер ь, вызванных проводимостью изоляции ,  и2 а. 

Для участка dx первая часть потерь 

где s =i2 Zg =U2jZB; 
вторая часть потерь 

S [2 Rdx = - Rdx . 
Zп 

(;2 Gdx = I SZп I Gdx .  

Полная активная мощность потерь в элементе dx линии 

dP = 1  s I (  R 
+ G I ZB I ) dX . 

I Zg l  
(4 . 5) 

На рис . 4 .5  приведена графическая иллюстрация выражения (4. 5) 
как фун кции модуля волнового сопроти вления . Мощность потерь как 
функции модуля волнового сопротивления имеет явно выраженный 
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минимум при потерях в сопротивлении, равных потерям, обусловлен 
ным проводимостью изоляции. Отсюда условие минимума потерь :  

RI/ ZB I = G I ZB I ; RIG = I ZB I2 

или при 

R!G = LjC . 
Условие минимума потерь является в то же время и условием мини

мума затухания ,  так как затухание есть величина, характеризующая 
потери в логарифмическом масштабе. 

Преобразовав формулу (4 . 1 ) и воспользовавшись условием миниму
ма километрического затухания ,  получим 

'\' = V(R + jffiL) (G+ jffiC) = VRG ( I + i  ;L ) , 

отсюда затухание и километрический коэффициент фазы: 

(4 . 6) 

Согласно выражению (4 .6) километрический коэффициент затуха
ния а в данном случае зависит от частоты лишь косвенно, поскольку 
от нее зависит активное сопротивление проводов и проводимость изо
ляции .  

Коэффициент фазы � при независимости индуктивности линии от 
частоты (что имеет место на высоких частотах) прямо пропорционален 
частоте; следовательно, фазовая скорость не является функцией час
тоты, как и в линиях без потерь. Соответствующий комплекс волнового 
сопротивления 

ZB =vr .R + jfiJL = .. / L = v/R 
G + iffiC V С G 

содержит ТОJl ЬКО вещественную составляющую. Если первичные пара
метры линич удовлетворяют условию минимума потерь, то ее волновые 
параметры минимально зависят от частоты тока . 

Для существующих типов воздушных и кабельных линий связи 
условие минимума затухания из-за конструктивных возможностей не 
выполняется . На кабельных линиях для уменьшения затухания иног
да искусственно увеличивают индуктивность (пупинизация) .  

4.2. ЕДИНИЦЫ ЗАТУХАНИЯ И УРОВНИ GИГНАЛА 

Единицы затухания. Если линия согласована и в ней имеются толь
ко падающие волны, то напряжения и токи в начале и конце линии 
связаны уравнениями (3 .30) , из которых следует, что 

V (О) i (О) (t й (О) I . ) - e'l'l; ,\,1=al + j�/= ln V (/) 
e/tH = 

V (1) i (1) 

= 1П ( � ��:  eiPI ) = ln l �:�: l+ j�/ .  (4.7) 
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Приравнивая в формуле (4.7) действительные части , найдем, что 

(; (О) i (О) al =lln = In 
и (/) j (/) (4 .8) 

Величину аl называют с о б с т в е н н ы м з а т у х а н и е м 
линии . Эту величину можно выразить через мощности в начале линии 
S (О) и конце ее S (1) : 

аl = -
1
- In 

S (О) 
2 S (l)

' 

Затухание в линии можно также рассчитать по системе десятичных 
логарифмов. В этом случае собственное затухание линии 

al =  Ig I � (О) 1 = 12 Ig � (О) = 2 Ig � (О) \ .  (4 . 9) 
S ( 1) I и (l) 1 (/) 

Затухание в цепях автоматики , телемеханики и связи измеряют 11 
рассчитывают в специальных единицах: децибелах (дБ) , белах (Б) и 
неперах (Нп). Основной единицей затухания является децибел . де
цибел - это затухание, при котором отношение мощности на входе 
линии к мощности на выходе ее равно 1 ,26. Собственное затухание ли
нии в децибелах определяют по следующим формулам: 

s (О) (; (О) al = 10 Ig . . 0= 20 1g ---о � 

S ( 1) и (1) 
= 20 1g 

i (О) 
1 (1) 

Бел - это затухание, при котором мощность в начале линии боль
ше мощности в конце ее в 10  раз. 1 Б в 10  раз превышает 1 дБ . Затуха
ние в белах рассчитывают по формуле (4 .9) . Если отношение напряже
ний и токов на входе линии к этим же параметрам на ее выходе 
е = 2 ,7 18 , то говорят о затухании 1 Нп.  Затухание в неперах опреде
ляют по формулам (4.7) и (4.8). 

Между децибелами и неперами существуют следующие соотноше
ния: 1 дБ = 0 , 1 1 5  Нп, 1 Нп = 8,68 дБ . 

Уровни напряжения, тока и мощности. Логарифмические едини
цы - бел, децибел и непер - вполне определяют отношение двух 
напряжений, двух токов или двух мощностей . Если задать определен
ные значения тока и мощности , то всякие другие значения этих 
величин можно измерить в логарифмичесшх единицах относительно 
заданных. При этом число логарифмических единиц, показывающих, 
во сколько раз одна величина больше другой заданной, называют 
у р о в н е м и з м е р я е м о й в е л и ч и н ы .  Уровни напряжений, 
токов и мощностей широко применяют в технике связи, и ,  в частности, 
это очень удобно при измерении затуханий. Если, например , задано 
напряжение 1 В ,  то уровень напряжения 2,7 1 8В равен + 1 Нп по от-

2,7 18 ношению к 1 В ,  так как In -т- = + 1 .  Уровень напряжения 0 , 1 В 
(О;1 Л )  равен - 20 дБ по отношению к напряжению ] В, так как 
20Jg = - 20. 
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В приведенных примерах величины + 1 Нп и -20 дБ называют 
о т н о с и т е л ь н ы м и у р о в н я м и напряжений 2 ,7 18  и 0, 1 В 
относительно напряжения 1 В .  При использовании относительных 
уровней следут задавать величину, относительно которой идет 
отсчет. Понятие относительного уровня применимо к любой величине. 

В технике многоканальной телефонной связи мощность 1 мВт, на
пряжение 0,775 В и ток 1 ,29 мА приняты за мощность, напряжение и 
ток н у л е в о г о у р о в н я .  Эти величины получаются в случае 
выделения мощности 1 мВт на сопротивлении 600 Ом . 

Результат измерения мощности , напряжения или тока в логариф
мических единицах по отношению к величинам нулевого уровня назы
вают а б с о л ю т н ы м у р о в н е м измеряемых величин . Например , 
мощности 1 Вт соответствует абсолютный уровень мощности +3,45 Нп, 
так как � lп 1�00 с= +3,45 . Напряжение 7,75 В имеет абсолютный уро-

7,75 вень + 20 дБ или 2 ,3 Нп, так как 20 Ig 0,775 = +20. 
Если уровнч измеряемых значений мощности , тока или напряжения 

больше значений соответствующих заданным для сравнения вели
чннам, то абсолютный уровень этих величин положителен , в против
ном случае отрицателен . 

Общие выражения для абсолютных уровней: 
в неперах в децибелах 

u рu =' ln 0 , 775 
1 

P/ -� In 1 ,29 · 10-3 
S Р ,-" I n s 1 . 10-3 

u рu -=20 Ig 0 , 775 
1 

p/ =, 20 /g 1 , 29 · 10-3 
S 

Ps= 10 Ig 1 · 10-3 

Если напряжения и токи в начале и конце согласованной линии 
измеряют в уровнях, то собственное затухание линии,  дБ , 

a/ -� р(О) _р ( /) , 20 lg U (О) -20 1g U (l) _= 20 I g  и (О) 
• 

0 ,775 О ,775 U (1) 
Уровень напряжения измеряют вольтметром, шкала которого про

градуирована в неперах или децибелах. 
В несогласованных цепях связи пр» определении затухания возни

кает необходимость в расчете разности уровней мощности на входе и 
выходе цепи: 

Если учесть, что 

_s....:.(O�) Ps (O) -Ps (1) = 10 Ig S ( 1) 

S (0) =�U2 (0)/Z1Ix , а S (I) = U' (l) jZи , 
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'nL'fl Inr1X 

l/(11 D r-��--+-��-------

Р�mwг-------�------� 
p� ��///��77.����7. 
Рис. 4.6 

где lBX и Z н - соответственно входное сопротивление линии и со
противление нагрузки ,  то 

и2 (О) ZH [ U (О) vZ:-l 
ps (0) -ps (l) = 10 1g - =  20 lg + 20 1g -Z . 

и2 (1) ZBX U (l) nх _ 

Характеристика условий передачи узкополосного сигнала по одно
родной согл асованной линии. Диаграмма уровня.  Передача сигналов 
по линиям связи представляет собой случайный процесс. КОТОрЬJЙ 
с достаточной точностью можно считать стационарным и характеризо
вать спектром мощности. 

Если по линии передаются сигналы, частотный спектр которых за-
• нимает относительно узкую полосу, в которои параметры линии на 

всех частотах остаются практически неизменными , то вместо пере
дачи реального сигнала можно рассматривать передачу установивше
гося синусоидального напряжения (или тока) средней частоты. 

Форма сигналов при передаче их  по линиям связи меняется вслед
ствие самого прохождения по линии и наложения на них посторон 
них напряжений и токов - помех . Передаваемые по линии синусои 
дальные напряжения и токи остаются синусоидальными и подвергают
ся затуханию, сдвигу фазы и воздействию помех . 

Изменение мощности узкополосного (одночастотного) сигнала вдоль 
лииии вследствие затухания и соотношение его с помехами отображают 
ооычно Д и а г р а м м о й у р о в н я .  Характерный вид дизграммы 
уровня для линии без усилителей приведен на рис. 4 .6, а, а для линии 
с усилителем - на рис. 4 .6 ,  6.  Здесь Рвых - выходной уровень .  Его 
устанавливают обычно для различных систем передачи сигналов в 
пределах от + 1 .74 дБ (+0,2 Нп)до 1 7 ,4 дБ (+2 Нп) ,  в отдельных слу 
чаях до 40 дБ (+ 4.6 Нп), что определяется в основном двумя сообра 
жениями: стремлением ограничить мощность выходных устройств 
передатчиков и уменьшить влияние на соседние цепи . Рпр тlп- ми
Нимально допустимый уровень приема. Его значение определяется 
необходимым превышением уровня полезного сигнала над уровнем 
помех, при котором обеспечивается прием необходимой информации .  

Необходимое превышение уровня сигнала над уровнем помех за 
висит от свойств приемиика (его способности отличать сигнал от по
мехи) и вида помех . Помехи обычно подразделяют на ш у м ы и n е

. р е х о Д и ы е с и г н а л ы. В линиях, по которым передаются сиг-
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налы с относительно низкими частотами (20-1 00 кГц) , шумы являются 
следствием влияний со стороны различных промышленных и энерге· 
тических установок. 

В линиях, сигналы в которых имеют более высокие частоты, уро
вень шумов значительно ниже и определяется тепловыми процессами 
в проводниках и элементах аппаратуры. Переходные сигналы есть 
следствие влияния параллельно идущих пепей такого же назначе
ния. Шумы, обусловленные внешними влияниями , могут быть снижены 
экранированием цепей линии, а переходные сигналы - уменьшеНI:'ем 
связи между цепями. 

Для каждой системы передачи сигналов задаваемой величиной 
является разность Рвы х - Рпр m1n = а, определяющая допустимое 
затухание передачи. Эта величина зависит от диаметра проводов цепи 
и других ее конструктивных особенностей. По отношению а/а. = l судят 
о дальности передачи сигналов данной частотой. 

Если передаются сигналы несколькими частотами,  то диаграмму 
уровня строят для наивысшей из них. 

4.3. ПЕРЕДАЧА ПО ЛИНИИ ШИРОКОПОЛОСНЫХ СИГНАЛОВ. 
ИСКАЖЕНИЯ СИГНАЛОВ 

Условия передачи сигнала, спектр которого занимает относительно
узкую полосу частот, достаточно точно определяются условиями 
передачи одной средней частоты . Если же спектр сигнала занимает 
широкую полосу частот, в которой параметры линии а., � и Zп заметно 
изменяются, следует рассматривать условия передачи всех или наи
более важных частотных составляющих сигналов. 

Для упрощения передаваемый сигнал удобно предположить пер и 
одическим. В этом случае его можно представить рядом Фурье. Сигнал 
в комплексной форме ряда Фурье 

(;0 и) = � (;оп eillro.t;  000 =2л/Т , 
n 

где Uоп - амплитуда n·й гармоники напряжения сигнала, приложенного в на· 
чале линии,  представленная вектором на комплексной плоскости . 

Ток на входе линии также можно выразить суммой гармонических 
составляющих: 

Периодическую функцию при несущественных фазах частотных 
составляющих удобно изображать спектральной диаграммой 
(рис. 4.7) .  Последняя дает наглядное представление о распределении 
амплитуд гармоник по спектру частот . Спектральная диаграмма перио
дической функции заданной частоты содержит дискретные частотные 
составляющие, равно отстоящие по оси частот друг от друга на часто· 
ту основного колебания. 
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Для каждой пары величин iJ о п и i о п  = i.J on/Zox (nroo) , являющих
ся гармоническими установившимися напряжением и током , напряже
ние и ток на выходе согласованной линии: 

и· - и· е -У/ ·  i1t - ОП t 

где 'V вычисляют на частоте (nООо) . 
Полные напряжения и ток в конце линии также можно представить 

суммой гармонических составляющих теми же частотами: 

(; i (t) = � и in einro•t ; 
n 

ii (t) о .... � ii n einblot , 
n 

где L!in - амплитуда гармоники напряжения сигнала на выходе линии;  
Ijn - амплитуда гармоники тока на  выходе линии . 

Напр яжение и ток как функции времени: 
И; (t) = R.e (;j (t) ; ij (t) = Reij и) . 

Изложенный метод расчета условий передачи периодических сигна
лов позволяет полностью учесть свойства линии, но весьма громоздок 
из-за необходимости учитывать большое число гармоник. 

В ряде случаев, например при изучении условий телефонной пере
дачи, реальный сигнал аппроксимируется набором нескольких некрат
ных составляющих . Для отображения речи используют, например , со
вокупность частот 300, 400, 600, 800, 1000, 1 200, 1 400, 1 600, 2000. 
2400 Гц. В таком случае условия передачи речи также изучают рас
смотрением передачи различных ее составляющих .  

Рассмотрим в качестве примера передачу по линии импульсных сиг
налов . Допустим, что импульсы посылаются непрерывно, так что про
цесс можно считать периодическим. Тогда напряжение сигнала и (t) 
м ожно представить суммой гармонических составляющих (рис. 4 .8) .  
Следовательно, в этом случае вместо передачи по линии прерывистого 
напряжения (рис. 4.9, а) можно рассматривать передачу по ней сум
мы синусоидальных напряжений и постоянного тока (рис . 4.9, 6). 

Составляющие сигнала с разными частотами О. roo , 2000' 3roo и 
т. д. при передаче по линии ослабляются различно, получают неоди
наковые фазовые сдвиги , а в случае несогласованной нагрузки _. и 
отражения. Вследствие этого изменяются соотношения между ампли-

u, 

о 
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тудами и фазами составляющих 
сигнала в конце и начале линии.  
Поэтому при суммировании напря
жения с частотами О,  000' 2roo, 3000 
и т.  д. сигнал в конце линии отли
чается по форме от исходного. 

Огличие формы BpeMeHHыIx за
висимостей напряжений на выходе 
линии и ее входе есть искажение 
сигнала при передаче. Изменения в 



u(t) 

Рис. 4.8 

_ 

о 

Рис. 4.9 

u (t) l1u 

о 

Рис. 4 .10 

t 

Рис. 4 . 1 1 

форме сигнала , вызванные искажениями в линии для рассматривае
мого случая передачи , показаны на рис. 4. 10 .  

Разли чают искажения амплитудно- и фазочастотные. А м п л и
т у Д н о - ч а с т о т н ы м и называют искажения,  вызванные зави
симостью затухания линий от частоты, приводящей к нео.цинаковому 
затуханию разных частотных составляющих (рис. 4 . 1 0, а) . Ф а з  0-
ч а с т о т н ы м и называют искажения,  связанные с зависимостью 
фазовой скорости от частоты , и ,  следовательно, с неодинаковым вре
менем прохождени я  различных частотных составляющих сигнала 
(рис.  4 . 1 0 , 6) . При передаче сигналов по цепям проводных линий свя 
зи одновременно присутствуют и накладываются друг на друга оба 
вида искажений.  Общий характер искажени я  одиночного импульса , 
переданного по цепи кабельной линии связи , показан на рис . 4 . 1 1 .  

Изменение формы импульса при передаче по линиям рассматриваетс я 
подробнее в следующ::-м парю·рафе. 

Для неискаженной передачи по линии сигналов сложной формы не
обходимо, чтобы затухание линии ,  фазовая скорость, волновое сопро
тивление и сопротивление нагрузки не зависели от частоты. Фазо
вая скорость не зависит от частоты в линиях,  километрический фазо
вый сдвиг которых прямо пропорционален частоте . В этом случае вре
мя прохождения Т,, ·с= d (�l)/ dbl для всех частотных составляющи х оди -
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наково. Практически этим условиям достаточно удовлетвор яют пара 
метры цветных цепей воздушных линий связи н а  высоких частотах 
(f > 1 000 гц) и параметры цепей широкополосных коаксиальных ка
белей связи . Воздушные линии связи со стальными проводами и сим
метричные кабели связи вносят значительно большие апмлитудно- и 
фазочастотные искажения .  

Различные системы связи неодинаково относятся к искажеll ИЯМ 
сигналов. Так , например , ухо человека нечувствительно к фазочастот
ным искажениям звуковых колебаний и определяет смысловое содер
жание звукового колебания в основном по спектральному составу . 
Изменение амплитуд отде.1JЬНЫХ частотных составляющих звуковых 
КО.'IебаниЙ ведет к новому смысловому содержанию речи . Поэтому при 
проектировании устройств телефонной связи принимают меры для 
возможного уменьшения  амплитудно-частотных искажений.  Отсутствие 
указанных искажений обеспечивает сохранение спектрального со
става сигнала , но не формы крчвой ио (t) .  

Рассмотренные нами искажения  называют л и н е й н ы м и .  Они 
происходят в цепях,  напряжения и токи в которых пропорциональны 
друг другу .  В таких цепях ,  как мы видим, возможно различное изме
нение амплитуд и фаз частотных составляющих сигнала, но  не могут 
появиться новые составляющие. Последние, кроме всего прочего, воз
можны в нелинейных цепях .  Такие искажения называют н е л и -
н е й н ы м и .  

Для устранения линейных амплитудно- и фазочастотных искажений 
сигналов или уменьшения  их до допустимого значения в тракт пере
дачи цепочечно включают специальные четырех полюсные цепи - амп
ЩlТудные и фазовые корректоры. Устройство и расчет последних рас
С'матриваются далее. 

4.4. BPEMEHHblE ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ОДНОРОДНОЙ ЛИНИИ СВЯЗИ 

В р яде случаев сигнал, передаваемый по линии ,  удобно изображать 
отдельными импульсами или интегралом наложения.  Поскольку в ли 
нейных цепя х  импульс может быть заменен двумя единичными напря
жениями противоположных знаков, ВК.JIюченных со сдвигом по  време
ни (см . рис. 1 . 1 5) ,  то достаточно рассмотреть передачу по линии еди 
HичHoгo напряжения.  Зная характер нарастания иl (t) и i1 (t) при воз 
действии единичного напряжения  н а  вход линии, можно судить об 
условия х  передачи импульсных и других сигналов . Хотя при этом фор
ма сигнала на  входе максимально упрощена, задача остается еще весь
ма сложной и следует ввести упрощающие предположения  относитель
но свойств линии. Во многих практически важных случаях,  к огда 
линия может считаться электрически короткой , расчет можно прово
дить по схеме замещения .  В других случаях необходимое решение мож
но получить, если считать, что линия не имеет утечки тока (G � .... О) и 
параметры R и L не зависят от его частоты . Эти допущения IIрактичес 
ки оправдываются нри передаче сигналов, занимающих относительно 
узкую полосу в области низких частот. 
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При этих предположениях для согласованной линии из выражен ия  
(4. 1 )  получаем: 

V R + pL 
V 

l. 1 , /  
Z .. = = - - v р2 + 2ар; 

ре е р 
1 

у = V(R +- pL) ре = - -V р2 + 211Р . 
v 

где и =  1 JV Le;  а = R/(2/_ } . 
Изображение напряжения на  входе будет И (р) - и � ,  а тока о р 

. ио 1 (р) == 
pZB (Р) 

ио уЩ 
V р2 + 211Р 

По табл . J . l  операционных соотношений найдем: 
1 -=-;::::===� : е ' -а 1 J о (j at) . -v р2 + 211Р 

Тогда 
R ._- - 1 

2 /_ ( R '  ;0 ( /) = ио -VC/Le Jo iu t ) .  
Изображение тока на выходе 

1 .--=-__ --- t Р' + 2ар v 

По табл. 1 . 1  

(/0 ущ 
-V р2 + 2ар 

е 

-::-�=I===- -- Т. Y p· .J- 2ар _. --- аl J ( . 
V

t2 
9 ) .  _ е ' -. е о JП -т ii , 

V p2 j- 2ap 

Следовательно, 

1 
t > ·o= - . 

u 

(- - � t ( /- ) 
. с 2L R 12 1 i 1 (1) = ио - е J о j - 1 . /2 - - ; t > - . 

L 2L JI и2 v 

(4 . 10) 

( 4 . 1 1 ) 

Как видно, ТОК в конце линии измен яется по тому же закону , что 
и в начале ее, однако в конце линии он появляется только по про
шествии времени То = lIv , необходимого н а  прохождение волной р ас
стояния  1. 

Формулы (4. 1 0) и (4. 1 1 ) отображают процессы , происходящие в 
линиях,  весьма приближенно, так как они получены в предположении ,  
что R r  =с О ,  G = О,  а параметры R и L  приняты не зависящими от р ,  
т.  е .  от частоты , что можно считать справедливым только в узком диа
пазоне частот. Формула (4 . 1 1 )  дает для линий различных длины и за
тухания неодинаковый характер нарастания тока (рис. 4 . 1 2 ,  а) . В раз
личных точках реальных линий благол,аря появляющемуся искаже-
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а} i{t) 

о 
а} IЩ} ltq{tJ 

дJ i(tj 

t О 
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i(tJ 
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нию формы волны ток возникает не толчком [см . выражение (4 . 1 1 ) ] ,  а 
нарастает плавно. 

Если постоянное напряжение включается и выключается через 
короткие интервалы времени ,  то получающиеся импульсы содержат 
значительное число частотных составляющих и предположение о не
зависимости параметров линии от частоты делается практически не
приемлемым. В этом случае необходимое решение можно получить 
подходящей аппроксимацией частотных за висимостей волновых пара
метров линии . 

Частотные зависимости волновых параметров цепей воздушных и 
кабельных линий связи при Zo = V L/C в ряде случаев достаточно  
точно аппроксимируются выражениями: 

У-
00 

У-а � C  ао 0+ а 00;  � � - + а 00 .  
и 

с этим и  выражениями частотных зависимостей а и � ,  справедли 
вых при незначительных потерях  в изоляци и ,  и в предположении , что 
R = k}/I:-имеем: 

так как 

а -V р Ii -+- а -V j р , а -V р ( 
V

1 
_ -+ УТ) с а Ур У2". 

\ - j 

Для согласованной линии при напряжении  на  входе и п/р: 
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Найдем 
L-l [Р (р)J . 

На основании свойств L-преобразований первый множитель в вы
ражении F (р) выносится за знак преобразования как не зависящий 
от р. Второй множитель на основании теоремы о сдвиге дает сдвиг по 
оси t на [/V, что соответствует запаздыванию сигнала. 

Третl1Й множитель имеет табличный оригинал (см . табл. 1 . 1 ) :  -;-е-Л Ур = I - erf ( 
2 
�г ) . 

Таким образом, окончательное решение будет: 

H (t ) = U1 (t) =e-аО I ( I -егr al ) . 
ио (1) - V 1 У2 '--

v 

(4 .  12) 

Для функции erf (z) = Ф (z) , называемой и н т е г р а л о м в е
р о я т н о с т и ,  составлены специальные таблицы. 

Решение (4. 1 2) ,  как и (4. 1 1 ) ,  предполагает согласованность на
грузки линии, т. е. такую же, как у ZB' зависимость сопротивления 
приемника от параметра р (частоты) . Практически неточность согла
сования наиболее проявляется в области относительно низких частот, 
в которой изменение волнового сопротивления в зависимости от часто
ты происходит наиболее резко. Поэтому для получения более верной 
зависимости по формуле (4 . 12) в качестве аоl в последнюю следует 
подставлять затухание цепи ,  измеренное на постоянном токе, независи
мо от того, какое значение ао было использовано при аппроксимации 
а .  Это значит, что в формулу (4.26) вместо множителя е-а•! следу
ет подставлять отношение R H/(R 1 + R н) , где R н - сопротивление 
нагрузки , а R 1 - сопротивление проводов линии . 

Характер изменения  напряжения на согласованном с линией при
емнике при включении и выключении напряжения на входе линии, 
рассчитанное по формуле (4 . 1 2), иллюстрируется рис. 4. 1 2, 6. На 
этом рисунке напряжение на входе линии ио (t) показано таким , ка
ким его практически вырабатывает генератор , нагруженный на ак· 
тивное не зависящее от частоты сопротивление. При подключении 
к генератору линии , входное сопротивление которой зависит от час
тоты (на низких частотах оно больше) , форма импульса на входе рзме
няется тем в большей степени, чем выше внутреннее сопротивление ге
нератора (меньше его мощность) , причем формы импульсов напряжения 
и тока искажаются по-разному. В импульсе напряжения составляющие 
низких частот подчеркиваются, в импульсе тока подавляются . 

Практически наблюдаемые формы импульсов напряжения .  переда
ваемых по кабелю, иллюстрируются рис. 4 . 1 2 ,  8 .  Здесь ряд осцилло
грамм показывает измен ение формы импульса напряжения от входа к 
середине линии и ее концу. На рис. 4 . 1 2 ,  г показано изменение формы 
импульса тока. Если сопротивление  приемника активно, то формы 
импульсов напряжения и тока на выходе линии совпадают. 
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4.5. РАБОЧИЕ ПАРАМЕТРЫ ПЕРЕДАЧИ 
ОДНОРОДНОЙ ЛИНИИ СВЯЗИ 

Волновые параметры линии (волновое сопротивление, собственное 
затухание и фазовый сдвиг) определяют условия передачи сигналов по 
линии ,  если последняя замкнута на согласованную нагрузку и в ней 
отсутствуют отраженные волны. При несогласованной нагрузке в ли
нии в общем случае имеют место отраженные волны, возрастают поте
ри,  а отношение напряжения к току уже не определяется величиной 
Zn .  Условия передачи сигналов по не согласованно нагруженной линии 
определяются уравнениями (3.21)) , (3.26) , которые значительно слож
нее уравнений (3 . 30) согласованной линии .  Для расчета условий пере
дачи по линиям и рельсовым цепям сильного тока, когда вычисления 
необходимо провести для одной частоты , можно пользоваться уравне
ниями (3.25) . (3.26) или их разновидностями.  

При расчете по этим уравнениям условий передачи сигналов по ли
нии связи потребовались бы те же громоздкие вычисления для ряда 
частот. Для упрощения расчетов вводят рабочие параметры передачи 
линии и рассматривают зависимость их  от частоты. К наиболее часто 
используемым рабочим параметрам линии связи относят ее входное 
сопротивление и рабочую постоянную передачи . 

В х о Д н о е с о п р о  т и в л е н и е л и н и и измеряют отно
шением полного напряжения на ее входе к полному току: 

. . . 

z _ .!! (О) _ UПаД + U'JТР 
ОХ - . - . . 1 (0) Iпад -/отр 

(4 . 13) 

Входное сопротивление определяет нагрузку, создаваемую линией 
питающему ее генератору. Это важнейшая характеристука работы 
генератора .  

Входное сопротивление согласованной линии 

равно волновому, так как в этой линии есть только падающие волны и 
нет отраженных , 11 = О. 

Входное сопротивление электрически длинной линии 

Эта величина равна волновому сопротивлению линии, так как в дан
ном случае в начале линии нет отраженных волн le-2\,1 1 -+  О, а в 
падающей волне отношение напряжения к току неl"зменно по всей дли
не линии и равно волновому сопротивлению. 

Входное сопротивление линии в общем случае сложно и зависит от 
многих факторов: параметров линии Zn И у, в свою очередь зависящих 
от частоты тока, длины линии 1 и сопротивления нагрузки Zи, входя
щего в формуле (4. 1 3) в коэффициент отражения .  Рассмотрим сначала 
некоторые частные случаи . 
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IlsXI Короткое замыкание на конце 
линии :  J, и Ila I "'--'-Zх""х-'=1-Zв-с-tn-ТТ-Z -1 ----т---, 

I 

Z" = О; 

(4 . 1 4) 

IZкзН 15 th 11 ' 2, и I [5 I I-\---д.!:.,.--,�-Г=---':=---':-+-------1 

Рис. 4 . 1 3  

1 181 ctn ос! 

Z 
ZH - ZB При холостом ходе на конце линии ,  когда н = 00; 'Il = 
ZH + ZB 

1 . , 

(4 . 1 5) 

Характер изменения модуля входного сопротивления линии для 
двух предельных значений ZH при изменении длины линии ,  вызываю
щем изменение аргумента yl, показан на рис . 4 . 1 3 , где аl и � l  условно 
отложены на одной и той же оси . Аналогична и частотная зависи
мость ZR X ' Следует, однако, иметь в виду, что IZB I  с увеличением часто
ты уменьшается. 

В общем случае конечного ZH 

1 I 
- Zyl 

', че 
Z ВХ = Z n --'---''----

1 _1je- 2yl 

ZH - Za б Подставим в эту формулу выражение 'Il = 
ZH 

+ 
Zn 

И прео ра-
зуем его: 

ZH (е yl + е -·Yl) + Zn (е 'l'1 _e- YI) 
ZBx = Zn . 

Zи (е У/ -е -'1'/) +ZB (еУ/ + е -У/) 

Разделим далее числитель и знаменатель дроби на ZB (еУ/ + е--У/) : 

Z - Z 
(ZH/Zn) + th y l . 

вх -
в 1 + (Zп/Zв) th yl 

Обозначая отношение ZH/ZO = thn и имея в виду формулу th (х + 
+ у) = thx + thy ( 1  + thx thy) , получим 

ZBx =ZB th (yl + п) . 
Входное сопротивление нагруженной , но не согласованной линии 

изменяется по тому же закону,  что и входное сопротивление коротко
заМКIlУТОЙ lJЛИ разомкнутой линии, но в меньших пределах.  График 
и:�меllения входного сопротивления нагруженной линии приближается 
к графику ZI<H, если Zи <. ZB' и к графику Zxx, если ZH > ZB' 
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Сложное и весьма нежелательное волнообразное изменение вход
ного сопротивления в зависимости от длины линии и частоты объяс
няется наличием в линии падающих и отраженных волн. Если фазы 
напряжений падающей и отраженной волн на входе линии совпадают , 
то получается максимум полного напряжения и соответственно мак
симум входного сопротивления .  При другой длине линии на ее входе 
могут совпадать фазы токов. Тогда получается максимум полного тока 
и минимум входного сопротивления. Фазы напряжений и токов могут 
совпадать не только на BXOД�, а и в. других различных точках линии , 
так как в падающей волне uпад И /пад сдвинуты по фазе на угол <р", а 
в отраженной волне - на угол <рп + 180° . Ток отраженной волны вы
читается из тока падающей волны, напряжения же складываются. 

В коротких линиях (при малых значениях собственного затухания 
<xl) амплитуды отраженных волн на входе линии соизмеримы с ампли
тудами падающих волн, и поэтому в результате их суммирования в За
висимости от фазовых соотношений получаются резко от личные полные 
значения напряжения и тока. , 

В длинных ЛИНИЯХ (т. е. при больших значениях al) амплитуды от
раженных волн на входе линии малы по сравнению с амплитудами па
дающих волн и незначительно влияют на полные значения напряжения 
и тока .  Этим объясняется то обстоятельство, что с увеличением 1 
границы изменений входного сопротивления сужаются. 

Если не учитывать волновых процессов в линии и подойти к оценке 
сопротивления линии с точки зрения Т ЛЭЦ с сосредоточенными пара
метрами ,  то можно было бы предположить, что сопротивление между 
входными зажимами линии растет с увеличением ее длины. В действи
тельности (см . рис. 4 . 1 3) с возрастанием Д,.'IИIIЫ линии ее входное со
противление то растет, то снижается в зависимости от фазовых соОт
ношений напряжений и токов падающих и отраженных волн . 

Наиболее ярко ВОЛНОВQЙ характер процессов в линии проявляется 
при рассмотрени и  входного сопротивления линии с малыми потерями , 
длина которой 1 = л/4 , где л - длина волны. В этом случае при разомк
нутых выходных зажимах линии 

/- , j- 1 Zxx = Zn cth r1 = Zn cth i�l= -i l ЦС ctg �l = -j V ЦС ctg w - ; 
" 

при 1 = л/4, � l  = л/2, Z x x  �= --j УLlС ctg (л/2) = О. 
Этот результат означает, что на входе линии падающие и отражен 

ные волны одинаКОВbI по амплитудам. Фазовые их соотношения тако
вы , что напряжения взаимно уничтожаются, а токи складываются .  Та
ким образом , в линии при отсутствии напряжения на входе проходит 
ток . 

При замкнутых накоротко выходных зажимах этой линии ее ВХОД
ное сопротивление 

ZRЗ = ZП th r1 = Zn th j�l = j УЦС tg �l = j -УЦС tg ы .!:- ;  
при l = л/4, �l = л/2, ZИЗ = j YLlC-tgл!2 = 00 .  
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В этом случае в начале линии токи падающей и отраженной волн 
взаимно уничтожаются и полный ток на входе линии равен нулю, 
несмотря на наличие напряжения . 

Входное сопротивление короткозамкнутой или разомкнутой линии 
без потерь чисто реактивно и с изменением частоты при �l = (i) V LCl = 

= л/2 обращается соответственно в 00 или О .  Таким образом, четверть
волновые отрезки линии подобны резонансным контурам . 

Эти свойства входного сопротивления линии находят практическое 
применение в технике связи . Так , например , короткие отрезки линий с 
малыми потерями , имеющие на высоких частотах в режимах корот
кого замыкания и холостого хода чисто реактивные сопротивления, 
используют в фильтрах. 

В рельсовых линиях вследствие высокой проводимости изоляции 
затухание велико и даже на низких частотах (50-75 Гц) их следует 
относить к линиям с большими потерями . Поэтому волновой характер 
процессов в рельсовых линиях ,  в частности изменение входных сопро
тивлений, выражен в меньшей степени ,  чем в линиях связи . 

Иногда резонансные свойства входных сопротивлений линии ведут 
к нежелательным явлениям. Если напряжение в линиях электропере
дачи или тяговых проводах электрифицированных железных дорог 
содержит гармоники , то при совпадении частот отдельных из них с ре
зонансными частотами входных сопротивлений амплитуды этих гармо
ник резко возраСТiJЮТ. 

Часто применяют схему передачи сигналов из многих пунктов С 
источником тока на приемном конце (рис. 4. 1 4) .  Замыкание ключа на 
одном из пунктов меняет режим работы линии с холостого хода на ре
жим короткого замыкания и соответственно входное сопротивление 
линии в пункте приема. В результате изменения последнего параметра 
через обмотку реле К, принимающего сигналы , начинает проходить 
другой ток . Параметры такой линии рассчитывают по формулам (4. 1 4) 
и (4 . 1 5) .  

При передаче сигналов по рассматриваемой схеме можно столк
нуться и с крайне неприятным проявлением волновых процессов в ли
ниях .  Действительно, из графиков (см . рис . 4 . 1 3) видно, что замыка
ние ключа , расположенного от приемного реле на расстоянии четверти 
или половины волны, резко меняет входное сопротивление линии 
и ток в реле. Если это расстояние составляет одну восьмую или три 
восьмых длины волны, то замыкание ключа на условия работы реле 
не сказывается. 

р а б о ч а я п о с т о я н н а я п е р  е Д а ч а линии , как всякого 
симметричного четырехполюсника, определяется выражением 

Zприв , . gряu = lп __ =ар а б  1- ,Ьраб , 2 VZr Z", 
где Q p a u  - рабочее затухание линии ; 

ЬРаб - рабочи й фазовый коэффициент. 
Собственное затухание линии характеризует отношение напряже

ний или токов в начале и конце согласованно нагруженной линии .  
Если линия не согласована с нагрузкой , то часть электрической энер-
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Рис. 4. 14  Рис. 4 . 1 5  

ГИИ , подходящей к ее концу, отражается и возвращается к генератору, 
частично рассеиваясь вдоль линии. для отр аженной волны нагрузкой 
линии является сопротивление подключенного к ней генератора .  

Многократный пробег волн вдоль линии с несогласованными на
грузками на обоих концах приводит к дополнительному р ассеиванию 
энерги и ,  т. е. к дополнительному затуханию. В теории телефон ной пе
редачи потери мощности в линии принято характеризовать р а б 0-
ч и м з а т у х а н и е м линии.  Эту характеристику с успехом можно 
применить и при оценке условий передачи телемеханических сигналов: 

1 
= - ln 2 (4 . J fЧ 

. '"" 
['2 

где 80 = ЙZН = 4Z - мощность,  которая может быть п()лучена от ген('ра · 
- г  тор а  сопротивлением Rr• р азвивающего э .  д .  с .  Е .  

на  непосредственно подключенном и соглас()в а н ном 
с ним  прием н и ке (рис .  4 . 1 5 .  а) ;  . . .  51 = l iiZ" - мощность, п()ступающая к приемнику  с С() lIротивле
нием Z" через систему передачи (рис .  4 . 1 5 . 6) . 

Рассмотрение мощностей при оценке условий передачи сигналов по 
несогласованной линии обусловлено тем обстоятельством , что при 
наличии помех в линии и использовании помехоустойчивых методов 
приема успех борьбы с помехами определяется отношением мощности , 
сигнала к мощности помехи ,  которое должно быть как можно бол ьше. 

В волновой трактовке So - мощность волны, падающей на вход 
линии;  S 1 - мощность волны, выходящей и з  линии и поглощаемой 
приемником . 

Как следует из выражени я  (4. 1 6) ,  рабочее затухание линии изме
ряется половиной натурального логарифма модуля отношени я  мощ
ности , которую отдал бы генератор согласован ному с ним приемнику, 
к мощности , которую он отдает приемнику с сопротивлением Z" че
рез систему передачи с параметрам Z в И у/. 

Рабочее затухание является характеристикой не тол ько линии,  но 
и всей системы передачи: генератор -- линия - приемни к .  Его вы
числение заменяет собой расчет условий передачи по ура внениям ли
нии .  
. Для расчета рабочего. затух ания по  формуле (4 . 1 6) при  заданных 

Е, Z г ,  '\'[,  Z п ,  ZH найде�1 / [ .  Рассмотрим р аспространение тока по несо
гласова нной ЛIIНlII! (pI1C. 4 . 1 6) .  Представим себе, что в некоторый мо-
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мент к линии с волновым сопротивлением Z п подключают генератор с 
сопротивлением Zr И Э .  д. с .  Е .  В этот момент в линии возникает падаю
щая волна тока I пад ' Так как в этот момент в линии отраженных волн 
еще нет , то и входное сопротивление равно волновому.  

Ток п адающей волны illад = E/(Zj' + Zп)' 

К концу линии волна тока приходит затухшей с измененной фазой . 
Ее амплитуда и фаза 

Е J. --Vl ____ - Vl пад е = е .  
Zг + Zп 

Если линия замкнута на нес()гласованную нагрузку (ZH =1= Zп) ,  
то в конце линии возни кает отраженная волна тока: 

. . 
-Vl /отр = /над е 111 , 

ZH - Zп 
где 111 = 

Zн + Zп 
- коэффи циент отражения в конце линии . 

Ток В нагрузке при этом равен разности токов падающей и отражен
ной волн: 

Iпад e
- V1 ( 1 - 1]1) . 

Отраженная волна тока I над e-Vl 1] / распространяется по линии от 
ее конца к началу . Вследствие наличия затухания и фазового сдвига в 
начале линии отраженная волна тока 

. - 2V[ /пад е 1] / .  
Как отмечалось ,  нагрузочным сопротивлением для отраженной вол

ны, пришедшей на вход линии ,  является сопротивление генератора .  
Если последнее не равно волновому сопротивлению линии (Zr =1= Zп) ' 
то на входе линии также происходит отражение. Пусть коэффициент 

Zr - ZB отражения  на входе линии 1] 0  = ZГ + Zп • тогда здесь вследствие от-

Е 

JaTP 
l 

- inaa e -ll 

- inau e -Tl 7z 
- 1 U гJrl7 7 па 1 о 
- !  д е -Зl1 7? h 

па , 10 
_ i е -sri 7,1 п1 пид 1 10 

_ i д c -srl ,, 3 1, 1 
пи 11 1 О 

Рис. 4 . 16  

/ 
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ражения возникает вторая падающая волна I Пад е-21'I '11 l'll n ,  которая дви 
жется от начала линии к ее концу. 

Ток ,  являющийся разностью между током первой отраженной вол
ны , подошедшей к входу линии, и током второй падающей волны, 
движущейся от входа линии,  проходит через генератор . Тем самым 
генератору возвращается часть энергии ,  переданной в линию при под
ключении .  

Вторая падающая волна при подходе к концу линии определяется 
выражением iпад е-З)'I '11 1'11 ". Здесь повторяется процесс отражения , 
имевший место при подходе к концу линии первой падающей волны . 
Возникает вторая отраженная волна тока iпад e-31'/'I1l'l1 о, а разност
ный ток iпад е-3)'I ( l  - '11 д '11 1'11 0 проходит через нагрузку и склады
вается с током первой падающей волны . Процесс отражения волн от 
несогласованных концов линии повторяется многократно (см . рис. 4 . 1 6) .  

Полный ток нагрузки равен сумме токов всех падающих волн: 

i{ = iпад е - )'/ ( J  - f/l) ( !  -е - 21'1 1]0 1] 1 + е - 41'1 1]б 1]/2 + . . .  ) = 

. - 1'/ J 
= /паде ( 1 -1]/ ) . 1 -е - 2)' / 1]0 1] / 

Мощность выделяющаяся в нагрузке, 
S/ = 11 zи . 

Составим отношение 
е2)'l (ZI' + ZB) 2  ( l -e- 2)'I 1]o тн)2 

( 1 -1]/)2 ZH . 4Zr 
Заменим '11 1 в знаменателе последней формулы его выражением: 

ZH -ZB 1]/ = Zи +Zв 
После преобразования получим: 

So - k2 _ 2)'/ ( Zr+ ZB )2 ( ZB + ZH )2 ( 1 
- 2)'/ )2 . - р - е -е 110 1] / ' S/ 2 YZr ZB ' 2 у"Zп Z" (4 . 1 7) 

Это отношение называют р а б о ч и м к о э Ф Ф и ц и е н т о м 
п е р е Д а ч и м о Щ н о с т и .  Более формально этот коэффициент 
можно найти , воспользовавшись его связью с приведенным сопротив
лением: 

kР = ZlJрив/(2 YZr ZII) ' 
Величину ZПРИВ следует определить по сигнальному графу линии 

с несог ласованными нагрузками по концам (рис. 4 . 1 7) ,  из которого 

I ВО 
е -

1'/ 2ZB 
l -e-2)'I 1]o 111 Z,, +ZB 



6) 1 е -l'& 1-� = Пв 
Zr+ZB 1-е-l1l�D�l r Znp+Z s  , 

Ег• • • . Z, 
Рис. 4 . 1 7  

Отсюда 
Е -уl (Zr + Zn) (Zn + ZH) -2ОУI ) Zприв = -.- = е  2Z � 1 -e 1]0 1]/ ' (4 . 18) 
// n 

Подставляя  значение ZПРIJ В  из выражения (4. 18) в формулу (2 . 1 20) , 
получим то же значение kp, что и определяемое выражением (4 . 1 7) .  

Рабочее затухание 

в этой формуле первое слагаемое - собственное затухание линии , 
второе - затухание вследствие несогласованности сопротивления ге
нератора и волнового сопротивления линии ,  третье - затухание из-за 
несогласованности линии и нагрузки и, наконец, последнее - зату
хание взаимодействия отражений .  

Зависимость рабочего затухания от частоты тока иллюстрируется 
рис. 4 . 1 8 . Зависимость этой величины от длины линии аналогична и 
отличается тем , что слагаемое а.,[ становится пропорциональным 1. 

Из формулы (4 . 16) следует, что рабочее затухание представляет 
собой выраженную в логарифмических единицах меру использования 
приемником мощности генератора .  Если приемник получает мощность, 
которую может отдать ему согла
сованный с ним генератор с задан- а.ра! 
ной э. д. с. Е и внутренним сопро
тивлением Zr, то говорят О наилуч-
шем использовании приемником 
мощности генератора (араб = О) . 
Известно, что при активной согла
сованной нагрузке генератор отдает 
наибольшую мощность, его к .  п .  д. 
при этом равен 50 % .  

Стремление получить от генера-
тора наибольшую мощность и К .П .д. 
50 % при передаче сигналов объяс
няется и тем обстоятельством, что 

D 

IXl 

�Г-�----------------'<:1 

r 
Рис. 4. 1 8  
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применяемые при этом генераторы маломощны и стоимость потребляе
мой ими электрической энергии весьма мала по сравнению со стои 
MocTbю самих генераторов. Повышение мощности генераторов в этом 
случае затруднительно и приводит к значительному их удорожанию. 

Рабочее затухание может увеличиваться вследствие роста потерь 
в линии . соединяющей генератор с при �мником. В этом случае возра
станию рабочего затухания соответствует уменьшение к. п. д. установ
ки . Рабочее затухание может расти и при увеличении несог ласованно
сти между внутренним сопротивлением генератора и входным сопро
тивлением линии . Если входное сопротивление линии больше внутрен
него сопротивления генератора, то росту рабочего затухания соответ
ствует увеличение к .  п .  д. установки . Однако возрастание к .  п .  д. в 
этом случае сопровождается уменьшением мощности . выделяющейся 
в приемнике, и является нежелательным . 

Вносимое затухание. Для оценки условий передачи электрической 
энергии в системе передачи генератор - линия - приемник наряду с 
понятием о рабочем затухании применяют понятие о вносимом за
тухании:  

E2 Z 5 н .  r де J! � " ---.:.:...-(Zr +Z,,)2 ' 

1 
авн = - 1n 

2 

. 2 5 1 � fl ZJ! . 

Вносимое затухание измеряется половиной натурального логариф
ма модуля отношения мощности , которую отдавал бы генератор непо
средственно подключенному к нему приемнику . к мощности . отдавае
мой этому же приемнику через линию с заданными параметрами: 

• 
1 5 "  I 

uh,, = - ln - = - ln 
2 S,  2 

1 5" 
= u" н б  + - 'N 2 5" 

Но принимая во внимание, что 

получим 

(Z +" Z )2 " Г  Н 

(4 . 20) 

Вносимое затухание меньше рабочего на затухание несогласован
насти генератора и приемника. При Z,. = Z" рабочее затухание равно 
вносимому. 

Затухание вследствие несогласованности сопротивлений соединяе
мых четырехполюсников в общем случае 

..:\а = 1 n Z 1 -1 - Z2 
(4 . 2 1 ) 

2 YZl Z2 
Вносимое затухание наряду с рабочим находит широкое исполь

зование при оценке свойств неоднородных линий . 
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4.6. РАБОЧИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ НЕОДНОРОДНЫХ ТРАКТОВ 

ВО многих случаях тракт передачи сигналов наряду с линиями 
включает в себя четырех полюсные элементы с сосредоточенными пара
метрами . Условия передачи по неоднородным трактам можно рассчи
тать по тем же методам , что и условия передачи по однородным линиям. 

Затухание четырехполюсника. Затухание, определяемое в общем 
случае в неперах как 0,5 I п  IS�/S'2 1 или в децибелах 10  Ig ISliS2 1 ,  мо
жет характеризовать соотношения между мощностями в различных 
частях системы передачи энергии .  

На  практике чаще всего приходится рассматривать следующие 
мощности: . 

50 =, P/(4Zr) - мощность, отдаваемую генератором с внутрРнним 
полным сопротивлением Z,. и э. д. с. Е согласованной с ним нагрузке; 

5" = �  Р Z./(Zr + Zи)2 - мощность, отдаваемую генератором непо
средственно присоединенной к нему нагрузке с сопротивлением lи; 

52 = ZIJ� - мощность. ПОJJучаемую приемником с сопротивлением 
Z н через систему передачи ; 

Sl = Е2 Zox/fZг + ZOXl)2 - мощность, входящую в систему пере
ДtJчи с входным сопротивлением ZOXl: 

S· '- s· s· _ Е2 (Z,. - ZOX1)2 
O�p '- 0 - 1 - 4Z,. (Zr + ZOXl)2  - мощность, отражающуюся 

от входа системы передачи с входным сопротивлением Zex .  

Отношения между рассматриваемыми мощностями определяют за
тухания , характеризующие условия передачи энергии через систему . 
Наиболее употребительны: 

собственное затухание при ZH = Z Х2: 

I Sr a = - In 
2 

рабочее затухание: 

I �o \ '  1lра6 = 2 1п  82 
вносимое затухание: 

I 5н аон =2 1 n  
82 

входное затухание: 

I 50 aox = 2 1n -' 

81 

а 6 = \0 1" -\ So ра " .  82 

8и аон = 10 Ig 82 
аох = IO 19 50 

81 
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затухание передачи при Zи =1= ZX2: 

апер = 10 19 

затухание отражения , или несогласованности (эхо): 

t 
аотр = 2 'П 

5'0 
аотр = 10  19 -.-'::"-

SOTP 

(4 . 22) 

Рабочее затухание несимметри чного четырехполюсника, выражен
ное через параметры системы, по аналогии с формулой (4 . 1 9) 

(4 . 23) 

где 

Здесь ZXl и ZX2 - характеристические сопротивления четырехпо
люсника со стороны входа и выхода, у симметричного четырехполюс
ника они равны; g - - - постоянная передачи. Формулы для расчета ха
рактеристических сопротивлений и постоянной передачи рассматри
ваются н иже. 

Вносимое затухание рассчитывают по формуле (4.20) , измененной в 
соответствии с формулой (4. 23) . 

Из  определений затуханий вытекают соотношения :  

араб = авх + апер ;  

авх = 'п 
zг + ZBX 

2 УZГ lBX 

(4 · 24) 

(4 . 25) 

Затухание тракта передачи, образованного цепочечны м соеди не
нием четырехпол юсников. При расчете различного рода устройств 
автоматики и связи нередко целесообразно рассматривать полный путь 
передачи сигнала от генератора к приемнику как цепочечное соеди
нение нескольких четырехполюсников, каждый из которых отражает 
свойства одного из элементов сложной цепи передачи . В этом случае, 
как и при характеристике условий передачи энергии через один четы
рехполюсник ,  можно использовать понятия собственных, называемых 
также характеристическими , и рабочих параметров передачи . 

При цепочечном соединении четырехполюсников характеристичес
кие параметры всего соединения определяются произвел,Е'нием матри
цЫ (А ) или (Т) . 

Х арактеристические параметры целесообразно определять в тех 
случаях ,  когда система передачи состоит из многих элементов, но с по
вторяющимися харю<теристиками, так что для установлени я  условий 
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Zr St Sz SN SH Ir=ZX1 § Z,,; ; Z" I �z. f г ZH <p: Е 

1 

Рис. 4. 1 9  РИС. 4.20 

передачи достаточно рассмотреть группу из двух-трех включенных це
почкой четырехполюсников. При этом удается найти и частотные зави
симости характеристических сопротивлений и затухания системы. 

Если же система состоит из большого числа четырехполюсников с 
различными характеристиками,  то вычисление параметров соедине
ния перемножением матриц оказывается крайне громоздким.  В таких 
случаях  целесообразно оперировать рабочими параметрами передачи : 
ZH X  и араб'  

Входное сопротивление цепочки находят последовательным опре-
делением этой величины для каждого четырехполюсника, начиная с 
конца , полага я ,  что Zo x последнего играет роль ZH дЛЯ предпоследнего . 
и т .  д. 

Для определения рабочего затухания цепочки рассмотрим рис. 4 . 19 .  
Пусть 05\, 52' . . . , ,S II - мощности на входах четырехполюсников 1 ' 2 '  . . . .  
N; SN + 1 -- мощность В приемнике на выходе системы передачи . 

Тогда 

I S" I 50 SI SN +  1 SN {/раб= - I п  = - ]п -- -- -2 5N + 1  2 S I 5. SN 5N + 1  
I 50 

m = N ] Sm =-- I n  + " - Iп 2 S1 .......... 2 Sm+ l m= l 
Рабочее затухание цепочки четырехполюсников равно сумме вход

ного затухания и затуханий передачи отдельных четырехполюсников. 
Применение логарифмической меры затухания позволяет заменить 
многократное умножение матриц сложением затуханий. 

При большом числе участков сложной передающей системы рас
чету затуханий передачи их  должен предшествовать расчет входных 
сопротивлений от конца системы к началу. При этом сопротивлением 
нагрузки для каждого четырехполюсника следует считать входное со
противление четырехполюсника , следующего за ним. 

Затухание передачи полного четырехпол юсни ка. Затухание пере
дачи четырехполюсника определяется выражением (4 .22) : 

1 S1 uuep =2 ln � . 
S2 

где 51 - МОЩНОСТЬ на входе четырехполюсника ;  
82 -- МОЩНОСТЬ на его вы ходе. 
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Z, 
-

Рис. 4.2 1 Рис. 4 .22 

Заметим ,  что затухание передачи не зависит от того, какой гене
ратор 1I0дключен к входу четырехполюсника . Допустим поэтому. 
что к входу четырехполюсника подключен генератор с внутренним 
сопротивлением Zr = Zxt (рис.  4 .20) .  Вычислим затухание передачи : 
апер = араб - авх [см . формулу (4.24) 1 .  

Рабочее затухание в соответствии с формулой (4 .23) при Z "  �= ZXl 

ZX,, + ZH 

2 YZx2 ZH 
Uраб с--' u - / l п  

Входное затухание в соответствии с формулой (4.25) 

та ким образом, 

Z" +,ZX2 

2 yz" ZX2 

- I n  Z I Z X l  � 1 - "'BX I 

2 YZx I ZBxl 

Затухание тракта передачи, содержащего неполные четырехпо
люсники или ответвления. Сложные тракты передачи сигналов теле
механики и связи часто содержат двухполюсники ,  включаемые парал
лельно (рис. 4 . 2 1 )  или последовательно (рис. 4 . 22) . В соответствии со 
схемой , приведенной на рис.  4 . 19 ,  такие элементы следует рассматри
вать как неполные четырехполюсники . 

Имеют�я две возможности учета затухания ,  ПОЯ ВJI яющегося при 
включении  таких неполных четырехполюсников. Пер вая состоит в 
том , что рабочее затухание всего тракта передачи рассматривается 
как сумма входного затухания и затуханий передачи всех четырех по
люсников. При  этом необходимо иметь формулы , определяющие зату
хание передачи неполных четырехполюсников. 

Для схемы (см .  рис. 4 . 2 1 )  из уравнений (2 .62) 

где 

] SI 
U - - - In -пер -

2 
. 

S2 

ZBX о "  Z" Z2/(ZH + Z2) ' 

] 
- In 
2 

1 

I 
ZH 

- 111 --
2 ZHX 

ДЛЯ схемы (см. рис. 4 . 22) согласно ypabheH I-I Ю  (2.64) 

IIпе р 

где ZRX ' Z) / Z" . 
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] 
� Iп 
2 

- Iп ] 1 -1-1 Z 

I 2 ZH 

I 
- 111 
2 

Z8X 
ZH 

(4 . 26) 

(4 . 27) 



А А 

) z,цzz \ ) {Ez, \ 
Рис. 4 .23 Рис. 4.24 

Включение в тракт передачи неполного четырехполюсника у вели
чивает затухание передачи тракта в соответствии с выражением (4 .26) 
или (4. 27) . Кроме того, изменяется входное сопротивление тракта и 
соответственно входное затухание. Таким образом, добавочное рабочее 
затухание, появляющееся в тракте передачи при включении неполного 
четырехполюсника , состоит из затухания передачи последнего и допол
нительного входного затухания.  

Вторая возможность учета дополнительного Зi!.тухания ,  вызывае
мого включением в тракт передачи неполного четырехполюсника , за

ключается в вычислении добавочного рабочего затухания непосредст

венно, минуя расчет затухания передачи . Этот способ особенно удобен 

при учете увеличени я  рабочего затухания вследствие ответвлени й  ли

нии и в некоторых других случаях .  
Вычислим добавочное рабочее затухание, вызванное ответвлениями 

от линии .  На рис .  4 .23 показано сечение тракта передачи до включе
ния  ответвлени я ,  а на рис . 4.24 _ .  с ответвлением . 

До подключени я  ответвлен ия в точке А соеДИН ИЛИСt> два участка 
тракта : первый с выходным сопротивлением Z] и второй с входным со
противлением Z2' Допустим ,  что затухания участков достаточно вели 
ки ,  чтобы можно было пренебречь дополнительным затуханием ,  свя
занным с отражениями . Тогда при Zl =1= Z2 В месте соеди нения участ
ков из-за несогласованности соединени й  !см . формулу (4 . 2 1 ) ]  возникает 
дополнительное затухание: 

да = ! п ZI +Zt 

2 YZ1 Z2 

Рассмотрим тепер ь,  насколько изменится дополнительное затуха

ние в точке А ,  если в стыке участков включить ответвление с сопротив

лением ZO . .. С l !У" (см . рис .  4.24) . Дополнительное затухание в этом 

случае обусловливается отбором ответвлением из тракта некоторой 

мощности и изыенением соотношени я  между сопротивлени ями пред

шествующей и последующей частей тракта . 

Дополнительное затухание вследствие отбора энергии ответвле

нием оценивают затуханием передачи ответвлени я :  

да = - 1п - = - 1п ! 
I S] 1 I 1 2 . 2 S2 

Z 1 т-2 
Zo 

1 = - 111 
2 
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Дополнительное затухание вследствие изменения соотношения  

между сопротивлени ями в точке А 

Полное дополнительное рабочее затухание, вызванное включением 

ответвлени я ,  

�a = �al + �a2 = ln l l +  
УО 1 . У1 + У2 

Связь рабочего затухания составного тракта с функциями переда

чи по напряжению. Как известно. затухание между какими-либо точка
м и  трактов передачи сигналов удобно измерять разностью уровней . При 

этом, учитыва я ,  что напряжения  могут быть и змерены на различных 

сопротивлениях ,  необходимо пользоваться уровнями мощности . В то 

же время измерительные приборы измеряют уровни напряжения .  
В групповых линиях сопротивление меняется от точки к точке, 

поэтому уровни напряжения  не определяют распределения  затухания , 

однако контроль распределени я  напряжени я  для правильно спроекти 
рованного тракта является удобным способом проверки его исправно

сти . Поэтому при проектировании целесообразно задавать напряжения  
(уровни напряжения) для точек подключени я  передатчиков и приемни
ков, а прч эксплуатации их контролировать. Покажем. как рабочее 
затухание тракта связано с напряжениями в отдельных его точках: 

араб= � In l 
So 1 ; S ( l )  

So 
Е2 ZII (;2 (О) (Zr + ZBX) 2  - --

S ( l) 4Zr (;2 ( 1) Z:x 

( Zr + ZBX)2 iJ2 (О) (;� (;,� 
- �'-'----''-''-'-- Z н -- . . . --"--

4Zix Zr (;� (;i U2 (1) 

ZH I 
� 

4Zr и2 (l) 

араб = _1 1п 1 So I =авх + In Vr Z

.
H - � ,  Р,,; , . 

2 S ( l )  ZRX ..:,,; 
1 

Коэффициент изменения тока тракта передачи. При анализе и рас
чете цепей железнодорожной автоматики и телемеханики ,  в частности 

рельсовых цепей , необходимо учитывать непрерывные воздействия 

(плавное изменение входной функции напряжени я  или тока ,  колебания 

первичных параметров линии и т .  д. )  И дискретные воздействия ,  изме

няющие структуру схемы (короткое замыкание, шунтирование, обрыв 

элементов и т. д.) . 
Сложные электрические цепи при непрерывных и дискретных воз

действиях целесообразно анализировать по схемам замещени я ,  позво

ляющим использовать известные разделы теории  четырехполюсников 

11 Л И I I И Й  И представить цепи автоматики и телемеханики в виде кас

к адного соединения  четырехполюсников. Полную схему замеll.I.ени я  
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(см . рис .  4 . 1 9) можно упростить, оставив в ней четырехполюсник, за
мещающий J!ИНИЮ, а части схемы относительно входных и выходных 
зажимов линии заменить их входными сопротивлениями (см . рис. 4 .20) . 

Подобные схемы широко применяют при анализе основных инфор
мационных устройств железнодорожной автоматики и телемеханики
рельсовых цепей . Особый интерес при их расчете представляют 
частные случаи дискретных воздействий на рельсовую линию - нало
жение поездного шунта и излом рельсов. В этих случаях рельсовая 
цепь должна среагировать на дискретное воздействие снижением тока 
в прнемнике до значения , обеспечивающего достаточную информа
цию о занятости или неисправности контролируемого участка пути. 

Реакцию цепи на дискретное воздействие удобно количественно 
характеризовать к о э Ф Ф и ц и е н т о м и з м е н е н и я т о к а 
тракта передачи сигналов: 

kT = iи/ {;! ' 
(Рое iH - ТОК В нагрузке до воздействия на цепь ;  

. , {н - ток в нагрузке при дискретном воздействии на цепь . 

Токи В нагрузке соответственно 

iи с= Е /Zприв ; I� = Е/Z�рив ' 
Г де ZПРИБ 'с= АZи + В + (CZH + D) Zr - приведенное сопротивление цепи 

до воздействи я  на нее; 
Z�рив �с А 'Zи + В ' + (С 'Zи + D ') Zг - приведенное сопротивление цепи 

при дискретном на нее воздействии . 

с учетом последних выражений 

А '  Zи + В ' + (С' ZH +D' ) Zr 
АZи + В + (СZн + D) Zг 

Понятие коэффиuиента изменения тока тракта передачи можно ис
пользовать при анализе рельсовых цепей , работающих в режимах на
ложения шунта (шунтовом) и изломе рельсов (контрольном) .  



Глава 5 

ПАРАМЕТРЫ ПЕРЕДАЧИ ЭЛЕIКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 
КАК ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

5. 1 .  СОБСТВЕННЫЕ ПАРАМЕТРЫ ПЕРЕДАЧИ 
ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

Собственные параметры передачи симметричного четырехполюс
ника. Необходимость разработки общнх методов расчета трактов , со
держащих цепи с сосредоточенными и распределенными параметра
ми,  привела к распространению характеристик ,  присущих цепям с рас
пределенными параметрами, на  цепи с сосредоточенными параметра
ми . 

Еще в § 2 . 1 7  формально были введены характеристическое сопро
тивление Z" - аналог Zп - и пост()янная передачи g - аналог 1'[, 
которые совместно называют параметрами передачи ,  или втори чными 
параметрами четырехполюсника .  Введенными параметрами передачи 
особенно удобно пользоваться при образовании четырехполюсниками , 
составленными из элементов с сосредоточеННЫМI1 параметрами , вместе с 
линиями сложных систем передачи при цепочечном соединении многих 
четырехполюсников и в случаях необходимости рассмотрения  за
висимости параметров от частоты. 

TepMIA'H «характеристическое сопротивление» в отличие от волно
вого сопротивлени я  линии применен для того, чтобы подчеркнуть раз
ницу между процессами, которые мы рассматр иваем в l�епях с сосредо
точенными параметрами. и процессами распространения энергии ,  при
сущими линиям. По этим же соображениям постоянная передача 
g обозначена одним символом, а не 1'[, как это принято для линии ,  по
тому что понятие длины в схеме, составленной из сосредоточенных со
противлений,  не имеет смысла .  

Для определени я  параметров передачи воспользуемся соотноше
ниями (3. 50) и (3 . 5 1 ) , записав их в виде: 

ZX = VZиэ Zхх: 
th g �- 11 Zиз / Zхх · 

( 5 .  1 )  

(5 . 2) 

Параметры передачи (вторичные параметры) Zx и g четырехполюс
ника , как и все другие его параметры, находят из опытов короткого 
:замыкания и холостого хода. С параметрами А ,  В ,  С и другими пара
:.tетрами они связаны определенными соотношениями.  ИЗ уравнений 
(2. 42) следует, что 
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Следовательно, (' параметрами А ,  В, С они связаны соотношениями : 

Zx = у ZI I /Y 1 1  = V1в;c; 
th g = 1 /У ZJ l/Y 1 1 с= У ВС/ /12 . 

(5 . З) 

(5 . 4 ) 

Испол ьзуя соотношени я  между гиперболическими функция1.lИ . мож
но показать, что 

sh g =  th g 
УВС; 

1 - th2 g 
ch g = Уl + sh2 g = У \  + ВС = А ;  

eg =ch g + sh g =A + УВС . 

(5 . 5) 

Как видно, парам :тр g всегда определяется через какую-либо гипер
болическую или показатеЛhНУЮ функцию. Отсюда 

\ A = ch g;  B = Zx sh g ;  C =Z- sh g . (5 . 6) 
х 

Подставл я я  полученные выражения третичных параметров в урав
нения (2 . 42) , пnлучим: 

(5 . 7) 

Уравнения симметричного четырехполюсника с параметрами пере
дачи (5 .7) удобны при решении многих задач .  

Параметры передачи четырехполюсника как числовые характери
стики имеют те же свойства , что и волновые параметры линий .  Дей
ствительно, если сопротивление нагрузки Zи, подключенной к четы
реХПОЛЮСНII КУ ,  равно характеристическому сопротивлению четы рех 
полюсника Z х ,  то, выражая в ура внениях (5 . 7) произведение Z.,) 2 Ч('
рез и 2 '  найдем, что 

(5 . 8 ) 

Уравнен ия (5.8) соответствуют уравнениям согласованной ЛИНII И .  
ИЗ них следует, что при нагрузке симметричного четырехполюсника На 
сопротивление Zx его сходное сопротивление также равно Zx .  При 
этом 

u1 /i, = u2/i2 = zx ;  И I / U2 =i,/12 =еg. 

Постоянная передачи 

g =  l n  lJ1 / U2 =ln i1 /i2 = 0 ,5 I n  Sl/S2 ' (5 . !J ) 

Если комплексное число g "редставить в виде g = а + jb , то его 
действительная часть 

(5 . 10) 

('сть собственное затухание четырехполюсника - аналог a.l, а мни
мая часть Ь - собствен ный коэффициент фазы - аналог �l. 
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Рис. 5. 1 

Затухание а и коэффиuиент фа
зы Ь достигаются при согласован
ной нагрузке четырехполюсника , 
Zx определяет сопротивление 
приемника при котором четырехпо
люсник вносит в тракт передачи 
затухание а и фазовый сдвиг Ь .  

В качестве поясняющего примера рассмотрим схему (рис. 5 . 1 ,  а) . 
Определим для нее характеристическое сопротивление: 

2 · 3 1 6 
Zиз = 2 +  = -- Ом , Zxx =,c 2 + 3 = 5  Ом ; 

2 + 3  5 

V 1 6  
ZX= - 5 = 4 0м .  Б 

Рассчитаем входное сопротивление четырехполюсника при нагрузке 
его на сопротивление , равное характеристическому (рис. 5 . 1 .  б) : 

(2 + 4) 3 
Znx = 2 + �� 4 Ом . . 

2 + 4+- 3  

Найдем отношение напряжений и/и2: 

Величину еа с= 3 мы определили непосредственно из схемы. Вели  
чину а можно найти исходя из формулы thg = VZиз/Zх х .  Поскольку 
схема составлена из чисто активных сопротивлений, фазовый сдвиг 
отсутствует: 

Убедимся, что tha = 4/5 определяет ту же величину а ,  

1 
3 ---еа _е -U 3 4 

th a = - ---- = - .  еа + е -а 1 5 3 -1- -I 3 

что и ей = 3 

Параметры передачи находят применение при расчетах электричес 
ких фильтров, искусственных линий и других широко используемых в 
устройствах связи элементов. При построении последних  обычно при
меняют простые схемы замещения .  Определим поэтому пзраметры пере
дачи основных схем замещения.  
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а) 0,51, о,п, 1, Z, 

1г Zlz 

Рис. 5.2 Рис. 5.3 

Симметричная схема Т (рис. 5.2, а) . При определении характери
стического сопротивления будем исходить из уравнений (5 .3) и (2 . 59) , 

тогда 

(5 . 1 1 ) 

Нахождение постоянной передачи по формуле (5.2) в данном слу
чае приводит к громоздким вычислениям. Ее легче получить из выра
жений (5. 6) ,  откуда А т  = chg. Но согласно уравнению (2. 59) 

следовательно, 

и 

Sh g/2=, i � v 4Zz 

(5. 12) 

(5 . 13) 

Симметричная схема П (рис. 5.2, 6) . Пользуясь выражениями (5. 3) 

и (2 .60) найдем: 

Zx = ' I в 
= { Zl Z2 =Zп .  V с Zl 1 + -4Z2 

(5. 14) 

Выражения параметра А для симметри чных схем Т и П одинаковы . 
поэтому для определения постоянной передачи обеих схем можно 

п ользоваться формулами (5. 1 2) и (5. 1 3) .  Схемы Т и П.  составленные из 
одинаковых полных сопротивлений Zl и Z2 ' имеют одинаковые по
стоянные передачи и различаются лишь своими характеристическими 
сопротивлениями. 

Мостовая, или скрещенная, схема. Для нахождения пара метров 
схемы (рис. 5.3) можно воспользоваться соотношениями (5. 1 )  и (5.2) . 

Сопротивления короткого замыкания и холостого хода моста: 
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Тогда 

Преобразуем выражение (5 . 1 6) .  поделив числитель и 
подкоренного выражени я  на Z� , в результате получим:  

(5 . 1 5) 

(5 . 16) 

знаменатеЛl> 

Сравнивая последнее выражение с известной формулой 

найдем. что 

или 

t h х = _
2_t_

h ..:...( Х-,-/-.:2)_ 
1 + th2 (xj2) 

, 

1 + yЦ.Z; 

1 - VZI/Z2 

(5 . I i ) 

(5 . 18) 

Если сопротивлени я  Z !  и Z2 В рассмотренных схемах (см . рис .  5. 1 --
5.3) зависят от частоты, то от нее зависят и величины Zx и g. Это позво
ляет получать четырехполюсники с различными передающими свой
ствами . что и обеспечивает разнообразное использование этих схем 
замещения .  

Схема «перекрытое Т». Имеется несколько схем, эквивалентных 
мостовой . Наиболее широко используемой является схема, назы
ваема я  «перекрытое Т» (рис. 5 .4 ,  а) . Если сопротивлен и я  Zl и Z2 взаи
мообратны , то схема имеет независящее от частоты характеристичес
кое сопротивление и зависящую от нее постоянную передачи g. Это 
свойство необходимо для построения корректоров искажени й  сигналов, 
которые будут рассмотрены далее. 

8) г) R 

R R 
R 

R 
R 

.... 
Zz .... .... .... 

..... 
- - - - - - - - - - � 

Рис. 5.4 
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Покажем , что при указанных условия х  характеристическое сопро
тивление рассматриваемой схемы не зависит от частоты и равно R.  
Для эквивалентной по входному сопротивлению схемы 

при коротком замыкании (рис. 5 .4 ,  б) ( Z2 R ) 
ZI 

,
R + Z2 + R  ZI + 2R _--,:,--_,="",:,_,-- = R --":'-'---

Z2 R Zl+2Z2 +2R 
Zl +R+ Z2 + R  

при холостом ходе (рис. 5 . 4, в) 
ZI + 2Z2-t2R 

Z х х = R ---''-'----'::.....:..--
Zj +2R 

По формуле (5 . 1 5) 

Zх = lIZnз Zхх = R . 

Найдем постояннную передачи g по формуле (5. 1 6) :  

t h g = .. / z::: _ __ Z_1o..+..:..-2_R 
__ = Т ;  V Zxx Z I + 2Z2+2R 

e 2 g  1 +Т Zj +Z2 +2R 

l - Т Z2 

(5 .  1!:J) 

Помножи в R последнем выражении числитель и знаменатель на Zl . 
получим: 

отсюда 

e 2 g =  Zi +Zl Z2+ 2RZ 1  

Z j  Z2 

(5 . 20) 

Как видно, свойства схемы, приведенной на рис. 5 .4 ,  а,  определя
ются очен ь простыми выражениями (5. 1 9) и (5 .20) . Из формул (5. 20) 
следует, что зависимость затухания от частоты целиком характеризу
ется частотной зависимостью сопротивления  Zl (ro) . так как Z2 ( ro) = 

� R2/Z1 (ro) . 
Рассматри ваемой схеме эквивалентна схема моста (рис.5 .4 ,  г) . 
Приведенные примеры показывают, что для любой заданной четы

рехполюсной схемы параметры передачи можно выразить через со
противления элементов, входящих в нее. 

Постоянная передачи g в логарифмическом масштабе показывает 
падение напряжения и утечку тока ,  а также изменение фаз напряжени я  
тока в схеме четырехполюсника при нагрузке его н а  сопротивление Zx ,  

Характеристическое сопротивление - это та нагрузка ,  при которой 
комплексы входного сопротивления четырехполюсника и сопротивле
ния нагрузки равны , а затухание и фазовый сдвиг определяются вели
чиной g = а + jb . 
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Собственные параметры передачи несимметричного четырехполюс
ника. Симметричную обратимую четырехполюсную схему вполне мож
но охарактеризовать двумя независимыми параметрами . Поэтому при 
введении параметров передачи этой схемы достаточно исходить из двух 
величин : Z ИЗ и Zxx.  

Если заданная схема несимметрична и определяется, например , па
раметрами А ,  В ,  С,  D ,  причем А *D. то результаты измерения входных 
сопротивлений при коротком замыкании и холостом ходе со стороны 
зажимов 1 ,  2 и 3, 4 должны быть различными . 

Из уравнений (2 .42) и (2 .45) , следует, что 
Zкз/ . 2 = B/D ; Zxx/ , 2= А/С; 

ZКЗ,1 , 4 = -В/А ; Zххз, 4 = -D/С. 
Индексы 1 ,  2 и 3, 4 обозначают, что измерение выполняют со сто

роны зажимов 1 , 2 или 3,  4.  Знак минус в последних выражениях есть 
следствие выбранного ранее условного напряжения тока и на да.ТIьнеЙ
шие результаты не влияет. 

По аналогии с симметричными схемами можно ввести : 

Zx, = VZкэ / , 7  Zxx/ . 2 = У AB/ (CD) = V ZlljYll ;  (5 . 2 1 )  

th gj = V-ZКЭ / , 2 /  Zxx l , 2  - У BCj(AD) = 1 !VZll У 1 1 ;  (5 . 22) 

Zx ,  = V-ZКЭ 1 , 4  Zxx.1 . 4 = VDB / (AC) = VZ22jY 22 ' (5 . 23) 

th g2 = VZкэз,4/ZХХЗ , 4 = 11 BCj(AD) = J /1IZ22 У п .  (5. 24) 

Для обратимых четырехполюсников 

th g) = th g2 и g) =g2 =g .  

Таким образом, независимыми являются только три параметра .. 
В формулах (5 .21 )-(5.24) знаки перед корнями выбирают по физиче
ским соображениям. Из формулы (5.24) и условия обратимости сле
дует, что 

sh g = th g/V1 -th2 g = УВС и ch g =  VAD .  

ИЗ равенств (5.25) в свою очередь получается: 

eg =  УАО + УВС; 

У- У-) [{ Zl1 Ун 1 
g = (п [ АО + ВС = (п 

+- ::-уР;;:=;:;:= ZZ1 У 21 ' Z21 У 2 1 _  

(5 . 25) 

(5 . 26) 

(5 .27) 

Из выражений (5.2 1 )-(5.24) устанавливаются обратные зависимо
сти параметров А ,  В ,  С, D от g, ZXl И ZX2: 
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(-ZX) А = .-- ch (1 '  
Z �. , 

Х2 

tf Zx2 о =  - ch g . 
ZX1 

(5. 28) 



J ОС 3.) 0.5Z, о) 0,5l, l, 
ZZl , 4 1 :1 ,--, I - -� L 

) zzz i ! ZZz ) :J r: [ 
ZXI , � • Zzz I I Z � I - - -

I 

Рис. 5.5 Рис. 5.6 

Подставим эти выражения третичных параметров в уравнения 
(2 .42) : 

(5 . 2Я) 

Это у р а в н е н и е н е с и м м е т р и ч н о г о ч е т ы р е х-
п о л ю с н и к а с п а р  а м е т р а м и п е р е Д а ч и.  

Характеристические сопротивления ZXl и ZX2 обладают тем свой
ством , что при нагрузке четырехполюсника со стороны выходных зажи
мов на сопротивление ZX 2 его входное сопротивление равно ZXl и на
оборот. 

При нагрузке четырехполюсника со стороны входных зажимов на 
сопротивление ZГ = Z Хl И со стороны выходных зажимов на сопротив
ление ZII �.'" ZX2 изменение напряжения и тока от входа к выходу опре
деляется с о б с т в е н н о й п о с т о я н н о й п е р  е Д а ч и: 

g = a +  jb .  

Это случай согласованного подключения генератора и приемника 
к несимметричному четырехполюснику. 

Для несимметричной схемы можно подобрать сопротивление на
грузки одного из концов так , что входное сопротивление на другом 
конце будет равно сопротивлению нагрузки .  Такое сопротивление на
зывают п о в т о р н ы м с о п р о  т и в л е н и е м ч е т ы р е х
л о л ю с н и к а.  

Иногда повторные С<1IIротивления принимают за характеристики 
схемы. При нагрузке четырехполюсника на повторное сопротивление 
изменение напряжения и тока определяется п о в т о р н о й п о с т 0-
я н н о й п е р е Д а ч и :  gnoBT =1= g. 

В уравнениях (5.28) в коэффициенты А и D входит коэффициент 
трансформации для характеристических сопротивлений в двух встреч
ных направлениях. Поэтому всякий несимметричный четырехполюсник 
можно представить в виде соединения (рис. 5 .5) симметричного четы
рехполюсн ика и идез.'lbНОГО трансформатора с коэффициентом транс-
формации:  n с= VZX2fZXl' 
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Схема Г. Простым примером обратимого несимметричного четырех
полюсника может служить схема r (рис. 5 .6 ,  а). Непосредственно из 
схемы найдем : 

(Б . 30) 

_ .. / 21 Z2 
V 1 + (ZI/4Z2) . 

(5 .3 1 ) 

Рассмотренные ранее симметричные схемы Т и П и схема r являют
-ся частями более сложных цепочечных схем (рис . 5.6, б) , при этом схемы 
т и П называют звеньями,  а схему r - полузвеНОtvl . 

В связи с этим постоянную передачи полузвена обозначим g12 : 

th g 
= 1 f ZK3. 1 2  

2 V ZxX l . 2  

sh..!L V  ZI/4Z2 ; ch .JL= V 1 + Z1 /4Z2 . 
2 2 

(5 . 32) 

П араметры передачи необратимого четыреХi10люсиика. Необрати 
мый четырехполюсник характеризуется удовлетворением его парамет
ров А , В, С, D соотношению AD-BC = К2 =1= 1 .  

Как было показано при рассмотрении цепочечного соединения четы
рехполюсников, необратимый четырехполюсник можно представить 
как цепочечное соединение обратимого четырехполюсника с матрипей: 

! А' В 'О (а Ь) (A/k B/k ) 
\С' о ' ) = с d = C/k D/k 

и идеального преобразователя мощности с матрицей (А" В" ')= (k О)
. С" о" О k 

Идеальный преобразователь мощности характеризуется соотно
шениями : (;1 = kИ2; i1 = ki'J.' из которых следует, что этот преобразо
ватель не меняет отношения напряжения к току, поскольку для него 
справедливо равенство (;llil = И21i2, но изменяет мощность, так 
как Uil = Sl = k2(;.i 2 = k2S2• 

Поскольку идеальный преобразователь мощности не меняет отно
шения напряжения к току, его подключение не влияет на характери
стические сопротивления обратимого четырехполюсника, соединенного 
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с ним. Характеристические сопротивления необратимого четырехпо
люсника можно таким образом определять по формулам (5.2 1 )  и (5. 23) . 

Постоянная передачи необратимого четырехполюсника в каждом из.
направлений передачи определяется суммой постоянной передачи об
ратимого четырехполюсника, которую можно найти по формуле (5.22) 
или (5 . 24) , и постоянной передачи идеального преобразователя мощно
сти в данном направлении. 

Идеальный преобразователь мощности имеет две постоянные пере
дачи: 

при передаче от входа к выходу 
1 Sl 1 - In - =  - In k2= ln k '  
2 S2 2 ' 

при передаче от выхода к входу 
1 82 1 1 - In - = - In � = -In k .  2 Sl 2 k2 

Две постоянные передачи необратимого четырехполюсника : 

g12 = g+ ln k ,  

Отсюда 
g21 = g-In k .  

(5 . 33Г 
(5 .34) 

(5 . 35) 

Выразив параметры A BCD четырехполюсника через СОПРОТИВ.ТIения 
холостого хода, найдем, что 

k2 = ZI2/ Z2J . 
Имея это в виду , получим: 

1 Z12 
gJ 2 = g +T 1n Z21 ; 

1 Z12 g21 =g -- ln - . 
2 Z21 

15 . 36) 

(5 . 37� 

(5 . 3В} 

Логарифмические характеристики звеньев систем регулирования, 
управления и связи. При использовании параметров передачи g и Z)( 
дЛЯ описания свойств четырехполюсников следует учитывать две осо
бенности: волновую трактовку явлений и применение логарифми' 
ческих характеристик .  

Уравнения четырехполюсника , содержащие параметры передачи , 
дают полную физическую характеристику передающей системы . Од
носторонне характеризуемый четырехполюсник , в котором рассмат
риваются связи только между одной из входных и одной ИЗ выходных 
величин , мы условились называть звеном (см. §. 2 .2 1 ) .  При описа
нии передающих свойств звеньев часто используют функцию передачи 
F = у/х, которая может быть безразмерной или иметь размерность со
противления или проводимости. Функция передачи F (р) или F (ш) 

часто является комплексной величиной, которую можно представлять 
в алгебраической и показательной формах. 

199 



В первом случае 
F (оо) = А (oo) +jB (00) . (5 . 39) 

во втором 

F (00) = I F (00) lei6 ( ю) . (5 . 40) 

Здесь также возможно применение логарифмических характеристик :  
I n  F \(0) = In I F (00) l + jЭ (00) . (5 . 41 ) 

В частности , для согласованно нагруженного четыреХПО.'1юсника:  
• •  g F = U2/U1 = e ; 

In F = -g -jb .  (5 . 42) 

Таким образом, логарифмической характеристикой звена является 
комплексный коэффициент УСИ.'1ения .  Действительная часть логариф
мической характеристики представляет собой усиление, выраженное в 
логарифмических единицах. 

5.2. РАБОЧИЕ ПАРАМЕТРЫ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКА 
И ВЫРАЖЕНИЕ ИХ ЧЕРЕЗ СОБСТВЕННЫЕ ПАРАМЕТРЫ ПЕРЕДАЧИ 

в х о Д н о е с о п р о  т и в л е н и е ч е т ы р е х п о л ю с н и 
к а является его рабочим параметром и равно отношению напряжени я  
к току н а  его входе. Эта величина представляет собой то сопротивление. 
которое я вляется нагрузкой генератора, подключенного к четырехпо
люсни ку . Можно говорить о входном сопротивлении Z И Х1 со стороны 
входных зажимов и о входном сопротивлении ZHX 2 со стороны выходны х 
зажимов; последнее и ногда называют также в ы х о Д н ы м с о п р о
т и в л е н и е м .  Входное сопротивление четырехполюсника, схема и 
параметры элементов которого известны,  можно вычислить методом 
контурных токов. 

В соответствии с обозначениями,  принятыми в главе 2, входное со
противление ZПХ1 = U;/i; =- д/д ; ; .  

Выражение для входного сопротивлени я  через параметры передачи 
можно получить, если в уравнениях  (5.29) напряжение и 2 заменить 
произведением ZHi2 и поделить (;1 на i1 : 

ZИХ =  �1 _ Zи VZX1/ZX2 сЬ g + VZXJ ZX2 sh g 
/1 Zи 1 / ZX2 

�====� sh g + V --- ch g 
V ZXl  ZX2 

ZXl 

Разделим числитель и знаменатель выражения  (5. 43) на  VZXl/ZX2 '< 
Х chg: 
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ZИ+ ZX2 th g 
= ZXl cth g -

ZH + ZX2 cth g 
ZH +ZK3 3 4  

- Z 
. 

- Х Х  1 , 2 Z + Z н хх .1, 4  
(5 . 44\ 



По выражению (5 .44) удобно определять входное сопротивление су
ществующих цепей , так как оно позволяет по результатам измерений 
ZR3 и Zxx рассчитать входное сопротивле}fие цепи при любой нагрузке 
Zи на выходе. 

С о п р о  т и в л е н и е п е р  е Д а ч и Zпер = U1/i2 (или п р  и
в е Д е н н о е с о п р о  т и в л е н и е ZНРИВ = EtJi2) является вто
рым рабочим параметром четырехполюсника . Найдем общее выражение 
для Zпер несимметричного четырехполюсника. Заменив в первом из 
уравнений (5.29) (;2 на Z иi 2' получим: 

(;1 = (ZH 1 / ZX! ch g +  V ZXl ZX2 sh g) i2 • � ZX2 • 

Тогда сопротивление передачи 

Zпер = U1/ i] �-� Zи V Zx 1/ZX2 ch g +  1/ ZXl ZX2 sh g.  
При согласованной нагрузке, т.  е. когда Zи = ХХ2' 

Zпер ,� V-ZX1 ZX2 eg 

(5 . 45) 

(5 . 46) 

и для согласованно нагруженного симметричного четырехполюсника , 
в котором Zxt =- ZX2 = Zx = Zи, 

(5 . 47) 

Сопротивление передачи особенно удобно при рассмотрении четы
рехполюсных систем с активным характеристическим сопротивлением, 
включенных между согласованными активными нагрузками.  В этом 
случае 

(5 . 48) 

Если принять R за единицу, что равносильно его нормированию, 
то Zпер =--= eg, и тогда g = IпZцер. 

Вместо сопротивления передачи можно пользоваться величиной 
у ие = I !Znep, называемой п р о  в о Д и м о с т ь ю п е р  е Д а ч и .  В ряде практически важных случаев при определении условий пе
редачи от входа системы к выходу требуется учитывать сопротивление 
генератора и различие между и! и Et, где Ё! - э. Д. с .  генератора. 
При этом часто удобнее пользоваться так называемым п р и  в е Д е н-
н ы М с о п  р о т  и в л е н и е м Zцрив = Etli2• 

Формулу для приведенного сопротивлени я  четырехполюсника мож
но получить, выразив в уравнениях четырехполюсника (5.29) U} через 
Ё1 - Zrit и решив эти уравнения относительно [;1112. Тогда 

(Z V ZX2 VZX1 ) ( Zг Zи ) 
ZиРИВ = г -z + Zи z- ch g + V ZXl ZX2 + V sh g .  

Хl Х2 , Z Z Хl Х2 
(5 .49) 

При Zr = о приведенное сопротивление преобразуется в сопротивле
ние передачи. 
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от величины Zпр иn можно перейти к р а б о ч и м к о э Ф ф и  ц и
е н т а м п е р е Д а ч и Кри, Kp/ ,  Кр• Вместо kp можно пользоваться 
рабочей постоянной передачи gраб: 

1 Zприв gраб oc_� - 1п k� �· In kp � In (5 . 50) 2 2 V ZгZи 
Величины Zприв, kp  и gраб являются разновидностями второго после 

Zsx рабочего параметра четырехполюсника. Все они равноценны, и 
использование одного из них вызывается только удобствами решения 
той или иной конкретной задачи. 

В частности, при синтезе четырехполюсников с заданными частот
ными зависимостями затухания и фазового сдвига полезной бывает 
формула для рабочей постоянной передачи симметричного четырех
полюсника. Из формулы (5 .50) , подставляя в нее значение Zпр ив из 
выражения (5.48) и полагая четырехполюсник симметричным Z Х1 = 
ZX2 = Zx И нагрузки одинаковыми ZI' = Zи = R,  найдем 

Rраб ,�, _I- In k2 = _1_ In {Ch g +( Zx + �) sh g}2 =� 
2 р 2 2R 2Zx 

= In {Ch g +( ZX + �) sh g1f ' 2R 2Zx . 
Выражение (5 .5 1 )  широко используется в теории фильтров. 

5.3. ВОЛНОВЫЕ МАТРИЦЫ ЧЕТЫ РЕХПОЛЮСНИКА 

(5 . 5 1 ) 

Введение собственных параметров передачи четырехполюсников 
есть распространение методов расчета цепей с распределенными пара
метрами на любые четырехполюсные цепи .  Как уже было замечено, по
следние характеризуются в основном волновой трактовкой явлений и 
применением логарифмических характеристик .  Эти два приема не 
являются взаимосвязанными и могут быть использованы независимо 
друг от друга. 

ВОJlновая трактовка режима генератора. Генератор с э. д. с. Е 

и внутренним сопротивлением R г при условии согласованной нагрузки 
будет отдавать приемнику мощность 

so = Ё2/(4Rг) . 
Можно считать, что это мощность волны, падающей на приемник с 

сопротивлением Rи из линии с волновым сопротивлением ZN = Zr .  
Напряжение этой волны 

uпад ,= V So ZN = Е/2 . 
а ток 

iпад == Е / (2Rr) . 
Если к выходу линии с волновым сопротивлением Zn == R г под

ключить приемник с сопротивлением R If ,  то коэффициент отражения на 
выходе 
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Напряжение отраженной волны 

и ее ток 

. . Ё 
иотр = 1jUпад = Т 

Е 
iОТР = 1jiпад = --2Rr 

Rи -Rг 
Rи + Rг 

R и -Rг 
Rи+ Rг 

Если к генератору подключить сопротивление R н. то напряжение и 
ток нагрузки 

Uн �-", ЕRн/(Rн + Rг) ; iн =Ё/(Rи + Rг) . 

Любой реальный режим цепи при волновой трактовке процессов 

можно представить как наложение падающих и отраженных волн . 

Используя волновую трактовку. получим: 

Волновая трактовка режима четырехполюсника. Напряжения и то

ки на входе и выходе четырехполюсника могут быть представлены 

суммой (разностью) напряжений и токов падающих и отраженных 

волн. 
Коэффициенты, связывающие эти величины, объединяют в матри

цы, называемые в о л н о в ы м и м а т р и Ц а м и четырехполюсника.  

По аналогии с линией используют: матрицу передачи (Т) и матрицу 

рассеяния (S). Как и для линии ,  выделим матрицу передачи четырех

полюсника из его матрицы (А): 

1 
- . -

2 

V Y� 
1 ZX2 

shg- - ch g 
ZXl ZX2 ZXl 

= _1 (Y� V5)( eg о ') 
2 О .. _g vz:: VZX1 

е 

( g I _.g) e � ·� е 
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Преобразования, осуществляемые первой и третьей матрицами, 
есть переход от полных напряжений и токов к нормированным напря
жениям падающих и отраженных волн и обратно. Вторая матрица 
является волновой матрицей передачи согласованно нагруженного 
четырехполюсника . 

Поскольку рассматривается несимметричный четырехполюсник с 
разными характеристическими сопротивлениями ZXl и ZX

2 
со стороны 

входа и выхода, переход от полных напряжений и токов к волнам и об
ратно сопровождается нормированием величин по разным сопротивле
ниям. 

Со стороны выхода 

I VZX2 � 
iJ отр2 - Vz: Vz: 

Со стороны входа нормирование осуществляется по сопротивлению 
ZXl' 

Для симметричного согласованно включенного С обоих концов че-
тырехполюсника нормирование матрицы (Т) и (S) имеют вид: 

(i) = ; ( eg О ) 
о e-g , 

(S) = . 
( О e-g ) 

e - g  О 

(5 . 52) 

(5 . 53) 

Из равенств (5. 52) и (5.53) следует, что любой элемент волновых 
матриц согласованного четырехполюсника есть параметр передачи 
четырехполюсника g, использованный в нелогарИфмическом мас
штабе. 

Выражения ВОЛНОВЫХ матриц через параметры четыреХПОЛЮС}fика. 
В общем случае элементы матриц (Т) и (S) могут быть выражены через 
различные системы параметров четырехполюсника . 

Основные соотношения, связывающие напряжения и токи с напря
жениями падающих и отраженных волн для нормированных значений 
последних, имеют вид: 

U/Vz =UnaAT UOTP=U ;  V'zi = UпаА- UОТР = i . (5. 54) 

Обратные соотношения 

Uпад= О , 5  (u + i) ;  ИОТр =О ,5 (u.- i) . (5 .55) 

Соотношения (5 .54) и (5 .55) справедливы соответственно для входов 
линии и четырехполюсника и для их выходов. Для входа 

(5 . 56) 
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Заметим, что (;1 = Zll/ -Z1212' 
Эго первое из уравнений (2.28) , 

в котором условное направление 
тока 11 приведено в соответствие 
с таковыми в уравнениях (2 .42) и 

Нг 

иna� 
-:v- ZJllф Z�Z и"" 

все величины предполагаются нор-
Рис. 5.7 мированными . 

�nal1 
. �  Rи Uorpl 

Подставляя ПОСJJеднее равенство в уравнения (2.42), получим: 

UПаД1 =0 ,5 (Zl1 i1-za 1�+jl) =0 ,5 (Zl1+ 1) J� -0,5 ZlI I�; 
йОТР1 =0 ,5 (Zl1 i l-Za z; -1;) = 0,5 (Zl1- l ) l�- O ,5Z12 1;. 

(5 . 57) 
(5 . 58) 

При нормировании U1/VRr и VRrl определенные последними вы
ражениями волны есть: и па дl - падающая на вход четырехполюсни
ка и (;ОТРl - отраженная от его входа волна (рис. 5.7) .  Соответственно
для конца линии 

Uпад, =o,5 (и,+ ["2) ; иотр' =0 ,5 (02 -i,) . (5 .59) 

Подставляя в формулы (5.59) с учетом условного направления 12 
нормированное значение из выражения (2.28) : и'/. = Z21il - Z22i2' 
найдем: 

Uпадs=0 , 5Z11 /1-0,5 (Z22- 1 ) i, ; 
00Tp2 =0 ,5Z21 i1 -o ,5 (Z22 + 1 )  i� . 

(5 .5О} 

. Здесь вследствие нормирования iJ /V"R:; и VRи! '/. величина 
и паД2 есть волна, входящая в приемн,:,к.  . 

Матрица передачи (Т) связывает и паДl И и отрl с (; паД2 И (; отр2: 

Имеем: 

(�паДl ) = (Тпп ТПО )  (�пад, ) . 
иОТР1 Топ ТОО иотр2 

(ОпаДl ) = (0'5 (Zl1 + 1 )  
ООТPl 0 ,5 (Zl1-l )  

-0 ,5Z12) (�1 ) ; 
-0 ,5Z12 1,. 

(ОП8.д2 ) = (0,5Z21 -0 ,5 (Z22- 1 »)(il ) 
йОТ1>2 0 ,5Z21 -0 ,5 (Z22+ 1 ) /; 

. 

(5 .61» 

Решая последнее матричное равенство относительно токов, найдем: 

(i1 )  = (0,5Z21 -0,5 (Z22- 1») - 1  ((;паД2 ) . (5 .62) 
i, 0 ,5Z21 -0,5 (Z" + 1) 00'11>2 

Подставляя равенство (5.62) в первое уравнение (5.61) ,  получим: 

(ипад1 ) =  2... ( Zl1+ 1 ) -Z12)2. (Z21 -(Z22- 1»)- 1  (Uuадl ) (5.63) (;ОТРl 2 (Zl1 -I) -Z12 2 ZSl -(Z21+ 1) (;ОТР2
' 
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Для определения элементов матрицы в степени -1 следует решить 
систему уравнений (5.60) . 

Вычисления дают 

(Т) 1 ( I + Zl1) ( I +Z22) -Z12 Z21 ( I + Zll) ( I - Z22) + Z12 Z21 ) . (5 . 64) 
= 2Z21 - ( I -Zll) О +Z22} -ZI2 Z21 -( l- Zll) ( I - Z22) + Z12 Z21 
А налогично находим: 

(T) �.. I ( I + YlI) ( 1 + Y22) - YI2 У21 - ( I + YlI) ( I -Y22) -У]2 У21) 
2У2 1 ( I -YH) ( I + Y22) + Y 12 У21 - ( l - Y )J I  ( I - Y22) + Y12 У21 • 

(5 .65) 
Из сравнения выражений (2 . 1 23) и (5.64) следует, что Тпп = 0,5 х 

х ZПР ИВ норм = kp . 
Матрица (Т) есть матрица рабочих параметров четырехполюсника, 

величины R r и R н входят в них ,  но не явно, так как в результате нор
мирования они превращены в един ицу. 

Матрица р ассеивания (S) связывает величины иОТР1 и ИПаД2 С 

ИП31\l И иОТР2 : 

(�OTP l ) =  (�оп Sоо) ( �пад] ) . 
ИПаД2 ПП Sпо ИОТР2 

Эта матрица аналогична матрице (3.68) . 
Поступая аналогично определению матрицы (Т),  найдем: 

х (  

I 
(S) �� Х 

Z12 Z21 - ( I +Zll) ( I +Z22) 
( I -ZI1) ( I + Z22) + Z12 Z21 - 2Z12 ) ; -2Z21 ( I + ZIJ )  ( I -Z22) + Z12 Z21 1  

I 
(S) =  Х 

( I + Уll) ( I + Y22) - У12 У21 

(5 . 66) 

( I -Yl l) ( I + Y22) + У12 У21 -2У12 
) Х (5 . 6� 

- 2У21 ( I + YlI) ( 1 -У22) + Уl2 У2 1 . 

Между коэффициентами волновых матриц,  кроме соотношений ,  
указанных в § 3 .5 ,  для чисто реактивных четырехполюсников су
ществует связь: 

(5 . (8) 
выражающая равенство пришедшей к приемнику мощности падающей 
за вычетом отраженной на входе. 

А R 
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1 

R 
1 Yz i 

Рис. 5.8 

6) ' : n 

J[ 
Волновые параметры четы

рехполюсников с успехом приме
няют при  синтезе частотных 
фильтров и других четырехпо
люсников цепей с заданными пе
редаточными свойствами. 



80Ановые матрицы простейших четырехполюсников. Из общих 
выражений (5 .64)-(5.67) получается :  

для неполного четырехполюсника (рис. 5.8, а) при l = ll/R : 

Z 2 

(S) = 2 + Z  2 + Z 
2 Z 

(5 . 69) 

2 +Z 2 + Z  

Z Z 
1 + - - -2 2 (Т) = Z Z 

(5 . 70) 

2 
1 - -

2 

для неполного четырехполюсника (рис. 5.8, б) при У = У 2R: 

-у 2 
2 + У  2 -+- У  (S)= , 

2 -у 
(5 . 7 1 )  

2+ У ! + у  

у у 
1 +-

2 2 (Т) с= У У 
(5 . 72) 

2 
1 - -

2 

для идеального трансформатора (рис. 5 .8 ,  в) при n = U- 2/W1 = 

= Vl21Z1: 

(Т) , 

l - n2 2n 
1 +n2 1 + n2 
2n n2 _ 1 

1 +n2 1 + n2 

l -n2 
2n 

n2 + 1 
2n 

Zl -Z2 
Zl + Z2 
2Z1 Z, 
Zl+ Z2 

Zl +Z2 

2 VZ1 Z, 

2Z1 Z2 
Zl +Z2 
Z� -Zl 
Zl +Z2 
Zl -Z2 

2 V Zl Z2 
Zl + Z, 

(5 . 73) 

(5 . 74) 

Как видно из рассмотренных примеров, преимущество волновых 
матриц (S) и (Т) перед параметрами передачи g и Zx заключается в том, 
что они могут быть определены и для таких четырехполlOCНИКОВ g 
и Zx, для которых не существуют, так как параметры Zиз и Zxx ДЛЯ 
них не находят. 

Волновые матрицы цепочечного соединения четырехпOJ1ЮСНИКОВ 
представляют собой произведенне соответствующих матриц четырех
ПОЛlOCников ,  входящих в это соединение. 
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Глава 6 

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 
СО СПЕЦИАЛЬНЫМИ ЧАСТОТНЫМИ 

И ВРЕМЕННбlМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

6.1 . УСТРОйСТВА СО СПЕЦИАЛЬНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
В СИСТЕМАХ ТЕЛЕМЕХАНИКИ И СВЯЗИ 

в любой системе телемеханики и связи из применяющихся в народ
ном хозяйстве страны вообще и на железнодорожном транспорте в 
частности можно выделить, по крайней мере, две основные части: уст
ройства сбора и распределения информации и устройства передачи ее 
на расстояние. 

Указанные устройства должны обеспечивать передачу по любым ли
ниям связи (проводным, радио или смешанным) заданного количества 
информации с заданной верностью в условиях  подвержеННОСТfI иска
жениям и воздействиям посторонних электромагнитных процессов 
помех . Обе эти задачи (передача необходимого количества информации 
и обеспечение ее верности) решают использованием в передающих 
устройствах сигналов специальной формы, обеспечивающей их  устой
чивость при передаче в условиях наличия искажений и помех, и при
менений в приемниках специальных устройств, восстанавливающих по 
возможности переданные сигналы обработкой принятых. Как при фор
мировании сигналов в передающих устройствах ,  так и при восстановле
нии их в приемных в качестве основных наряду с электронными циф
ровыми находят применение специальные аналоговые электрические 
цепи с соответствующими характеристиками. 

В широком смысле любые устройства, преобразующие электричес
кие сигналы , называют Ф и л ь т р а м и .  Электрические цепи (в них 
могут быть применены разные базовые элементы, в том числе и актив
ные) , используемые для получения сигналов определенной формы, 
называют ф о р  м и р у ю Щ и м и фильтрами . Цепи,  наилучшим в 
каком-то смысле образом восстанавливающие сигналы в приемных уст
ройствах ,  называют о п т и м а л ь н ы м и фильтрами. 

Для отделения сигналов друг от друга юш помех в тех случаях, 
когда и те и другие содержат частотные составляющие, занимающие не
прерывающиеся полосы частот, используют Ч а с т о т н ы е фильтры. 
Эти фильтры появились раньше других,  нашли наиболее широкое рас
пространение и подробно рассматриваются далее. 

При передаче сигналов по цепям проводных линий связи вледствие 
зависимости от частоты затухания и фазовой скорости (или,что то же 
самое, времени распространения) происходит изменение их формы -
искажение. Для устранения этих искажений или уменьшения их до 
допустимого значения в тракт передачи сигналов включают к о р р  е к
т о р ы,  придающие характеристике затухания и фазы желательную 
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форму . Корректоры, как и частотные фильтры, можно встретить в лю
бых системах передачи сигналов. 

Частотные фильтры.  В соответствии с местоположением полосы про
пускаемых частот частотные фильтры делят на фильтры нижних частот 
(ФНЧ), фильтры верхних частот (ФВЧ) , полосовые фильтры (ПФ) и 
режекторные фильтры (РФ) . Все эти термины поясняются рис. 6. 1 .  
На рисунке полосы пропускания частотных фильтров показаны резко 
ограниченными частотами среза Шс р ,  за которыми идет полоса задер
живания .  В реальных частотных электрических фильтрах с изменением 
частоты переход от пропускания к непропусканию всегда происходит 
более или менее плавно и тем плавней, чем проще схема фильтра и 
больше потери в ее элементах.  

Фильтры из пассивных элементов подразделяют на цепочечные, по
строенные по схемам Т,  П и Г, и мостовые, выполненные по схеме 
моста. В зависимости от используемых элементов фильтры класси
фицируют на гС (рис. 6.2, а) , LC (рис: 6 .2 ,  6) , кварцевые, магнито
стрикционные, электромеханические и т. д. 

Фильтры, образованные только из элементов гС (пассивные фильт
ры гС) , имеют худшие, чем у фильтров LC, фильтрующие свойства . 
Для простейших ФНЧ это различие иллюстрируется рис. 6 .2 ,  в. 
Однако, если цепи гС использовать совместно с усилительными эле
ментами в соединении с обратной связью, можно получать так назы
ваемые активные фильтры гС, характеристики которых не уступают 
фильтрам LC. 

Рассмотрим использование частотных фильтров для разделения 
сигналов, передаваемых одновременно по общей линии. Разделение 
сигналов возможно, если их спектры занимают разные неперекры
вающиеся полосы частот. Это свойство имеют сигналы U1 (t) и и2 (t) ,  
спектры которых и] (1) и U 2 (f) показаны на рис .  6 .3, а. На рис. 6 .3 ,  6 

приведены характеристики затухания a1 (f) и а2 (f) двух фильтров. 
Первый приспособлен для пропускания частотных составляющих и1 (t) 
и задерживания частотных составляющих и2 (t); второй - наоборот. 
Характеристики затухания Ql (! ) И а2 (1) соответственно у Ф НЧ и 
ФВЧ, простейшие схемы которых приведены на рис. 6 .3, в. На 

ПРОПУСКОНUf: I 
О Шср 

JоfkржutJанl.lt' I fI1НЧ 
и) ,,С 5) L C  

� � �  
I 1Q78'1 3ааВРЖllDаН'/е Прапусканvе 

:n О) [) Ыср 

lадерхшООЧIIС Лроп!/сканvс 30iJ!р//ш!JIJНVt' ППfl1 
о 00 

ПРОП.'lсканl.lt' .10iJерж(/§анI.IС ПРОПl/сканue рrp 
О ш, Шг 00 

Рис. 6 . 1  

о Т о  Т о  
а " с  

о Шср 

Рис. 6.2 
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а) о) Н} ерl(tp ff Ч ) 
u,И а,(г) � 

о 1 о 
о 'и f О 10 f' rpZ(lP В Ч )  

UZ(r) 
Uz(f) L о I !---о 

о го f 
г) 

О (о r 

11,(t)-- f{1' ЛиlflJЯ ер, - lL;fL) 

U, (t), I1Z (t) ) 

I1Z(t) - СРl срг 
� I1Z(t) 

Рис. 6.3 

рис. 6 .3, г показано включение фильтров в линию, при котором воз
можна одновременная и независимая передача двух сигналов. 

При применении полосовых фильтров с соответственно сдвинутыми 
полосами пропускания могут быть одновременно переданы многие сиг
налы. Частотные электрические фильтры используют также для от
деления сигналов от помех, ограничения частотного спектра сигналов, 
устранения переменных составляющих напряжений питания. 

Свойства фильтров пропускать или задерживать гармонические 
колебания с разными частотами характеризуются частотной зависи
мостью какой-либо функции передачи, определяющей изменение амп
литуды колебания при прохождении его через фильтр . Практически 
используют: 

модуль функции передачи фильтра 

й2 (00) / р  (00)/ """ 
и1 (00) 

логарифмическую амплитудно-частотную характеристику фильтра 
в децибелах 
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L (00) = 20 19 I F (<О) 1 ;  
затухание фильтра,  в неперах, 

в децибелах, 

а (ro) = Iп l�l (ОО)!= 1П --=-'-и2 (00) /р  (00) /  

U1 (00) , 
а (00) = 20 19 I-• .:-:....� I  = 20 19 I F (00) I и! (00) 



Зависимости IF «(J) \ ,  L «(J) и а «(J) для 
простейшего фильтра нижних частот приве
дены на рис. 6.4. 

Корректоры амг.литудно- и фазочастотных 

1ft 
1 г-_  

искажений. Способ выбора характеристик 01----....1....----== __ 
(v корректоров на примере корректора ампли- L тудно-частотных искажений поясняется 

рис. 6.5, где показано (рис. 6 .5,  а) включение о t-о:::;;::--��---;I.rJ� 
корректора с затуханием ак  «(J) - между си
стемой передачи и приемником. Предпола
гается ,  что включение согласовано. В этом а 
случае затухание всего соединения для 
каждой частоты сигнала равно сумме затуха
ний корректора и системы передачи. 

Зная, как зависит от частоты затухание 
системы передачи ал «(J) , можно подобрать О 
а к «(J) так, чтобы их сумма не была функ
цией частоты (рис. 6.5, 6) . Простейшая схема 
корректора, затухание которого увеличивает-

(v 

Рис. 6.4 

ся с возрастанием частоты тока, приведена на рис. 6.6, а. Коррек
торы фазочастотных искажений должны без ослабления передавать 
все частотные составляющие сигналов с изменением их фазы. Простей
ший пример такой цепи приведен на рис. 6.6, 6. 

Формирующие устройства. Примерами простых, но весьма распро
страненных в электронной аппаратуре цепей для получения сигналов 
определенной формы могут служить интегрирующие и дифференци
рующие цепи, рассмотренные в § 1 .6. 

В системах телемеханики и связи все чаще применяют сигналы, 
состоящие из последовательности узких импульсов. Спектр напряже
ния узких импульсов занимает соответственно широкую полосу частот. 
Ее сужение приводит к расширению импульсов, необходимости увели
чения расстояния между ними и замедлению передачи . Важной практи
ческой задачей является формирование импульсов, являющихся по 
возможности узкими , спектр которых занимал бы в то же время возмож
но узкую полосу частот. Этому условию удовлетворяют импульсы так 
называемой колокольной формы. Схема , используемая для формирова
ния таких импульсов, элементы которой подбирают специальным обра
зом, приведена на рис. 6.7. 

Приведенные примеры иллюстрируют разнообразие задач по по
строению электрических цепей с заданными характеристиками .  Свой-

а} lr Ь) Ол(Ш}+Uк(Ш) al--�-----------
t а�(ш} 

о 
Рис. 6.5 
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о т 1 

Рис. 6.6 Рис. 6.7 

ства любой цепи ,  как известно, могут быть определены по разным эк-
• вивалентным и взаимозаменяемым характеристикам: частотнои, опе-

раторной, временной. Их применяют при синтезе цепей, однако методы 
синтеза цепей по  частотным (операторным) характеристикам разрабо
таны значительно более полно и пока практически чаще используются . 

Сознательное и активное применение разнообразных методов по
строения цепей с заданными характеристиками с ИСПО.llьзованием опре
деленных условиями задачи базовых элементов невозможно без зна
ния свойств этих элементов, их  простейших соединений и способов по-

• • строения цепеи со С.1I0ЖНЫМИ характеристиками из цепеи с простыми . 
Поэтому далее сначала рассматриваются частотные зависимости сопро
тивлений и проводимостей двухполюсных цепей и методы их  синтеза, а 
затем - простые и более сложные фильтры и корректоры, их характе
ристики и методы синтеза . 

6.2. ЧАСТОТНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ СОПРОТ,ИВЛЕНИЙ 
И ПРОВОДИМОСТЕй ДВУХПОЛЮСНЫХ ЦЕПЕй гС 

И МЕТОДЫ ИХ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Параметры передачи четырехп олюсника будут зависеть от часто
ты, если двухполюсные цепи ,  образующие его, содержат реактив
ные элементы L или С. 

Х арактер зависимостей параметров передачи различных четырех
полюсных схем от частоты можно установить по соотношениям (5. 1 1 )
(5.20) , связывающим значения параметров Zx и g с сопротивлениями , 
образующими схемы, подставляя в эти выражения функции Zl (О) И 
Z2 (0) , или непосредственно по  последним. Во всех случаях необ-
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ходимо знание зависимостей со
противлений (или проводимостей) 
двухполюсни ков от частоты. 

Наиболее р аспространены двух
полюсники ,С и LC (реактивные) , 
рассмотрением которых мы и ог
раничимся. 

Как было показано в § 2 . lO, 
двухполюсная цепь ,С может быть 
построена по одной из четырех схем 
(рис. 6.8) . Любая из них при соот
ветствующем подборе значений '; и 
С i может дать одинаковые зависи
мости сопротивления от частоты. 

Входное сопротивление каждой 
цепи ,С уменьшается с увеличением 
частоты тока. В цепи, пропускаю
щей постоянный ток, это уменьше
ние начинается с некоторого зна
чения " а в непропускающей, - с 
бесконечно большого его значения. 
Усложняя схему, можно влиять на 
степень этого уменьшения. При 
последовательно включенном в схе
ме сопротивлении r уменьшение ее 
входного сопротивления происхо
дит до значения " при параллель
но включенной емкости С - до 
нуля. Если рассматривать Z (U) , 
полагая в соответствии с физиче
ским смыслом частоту веществен
ным переменным, то для цепей, 
содержащих реактивные элементы, 
будем получать комплексные ве
личины Z (U) . Например , Z (U) = 
= r + jU)L есть комплексная вели
чина, характеризуемая веществен
ной и мнимой частями или моду
лем и углом . Если рассматривать 
Z (р) , полагая р вещественным, что 
является формальным приемом и 
соответствует предположению о 
том, что частота принимает мнимые 
значения, TO Z (р) оказывается веще
ственным. Например, Z (р) = r +  pL 
при всех вещественных р вещест
венно.Рассмотрение Z (р) ВО многих 
случаях удобно и ,  как известно, 
широко используется . 

а) r С Z 
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Функции , отображающие свойства входных сопротивлений цепей 
-с точностью до постоянного множителя, определяются своими полю
сами и нулями , а цепи гС имеют нули и полюсы на мнимых отрицатель
ных частотах . Поэтому свойства цепей ,с принято характеризовать гра
фиками Z (р). Так, цепь с сопротивлением Z (р) = , + ЩрС) имеет 
полюс сопротивления при р = о и ну ль сопротивления при р = 
= - I 1(,C) . Сопротивление Z (р) этой схемы при положительных р 
{ что соответствует положительным значениям ю) изменяется от 00 до , 
(рис. 6.9.  а) . 

Цеп ь  с сопротивлением 
1 Z (р) = -(-I-/,-) +-рС- -

, 

1 + ргС (6 . 1 )  

имеет полюс сопротивления при р = - l /(,C) и нуль при р = 00 . Из 
графика Z (р) (рис. 6.9, б) видно, что на положительных частотах 
Z (р) меняется от , до нуля. 

Цепь (рис . 6.9, в) с сопротивлением 

'2 ('1 + J ) рС) '2 + Р'1 '2 С1 (6 . 2) Z (р) = --'----'--� = --=-.:-'-""--'�'--
1 I + P (r1 + '2) C1 '1 + '2+ --рС} 

имеет полюс сопр отивления при р = - 1 /('1 + '2) С1 и нуль сопро
тивления при р =  -l I('lСl) ' На положите.'lЬНЫХ частотах Z(p) меняется 
01" 2 до '1'2/('1 + '2) ' 

Цепь (рис. 6.9, г) с сопротивлением 

Z (p) 1 + '1 _ l + prl (C1 + C2) 
(6 . 3) РС2 1 + pr1 C1 РС2 ( I + Р'1 С1) 

имеет полюсы сопротивления при р = о и р = - l /('1Cl) И нуль со
противления при р = - 1 / ('1 (С1 + C2) 1 .  На положительных частотах 
Z (р) меняется от бесконечности до нуля. 

Рассмотренные цепи представляют собой четыре типа зависимостей 
сопротивления цепи ,с от частоты на положительных частотах .  Услож
нение схем увеличивает число особых точек на отрицательных часто
тах и повышает порядок кривых на положительных .  

Общий вид выражения Z (р) для таких цепей представляет собой 
рациональную дробь: 

свойства 

Z (р) Вт рm + вm - I  pm - I + . . .  , 
+ ВО 

которой были рассмотрены в § 2.9. 

6.3. ЧАСТОТНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ СОПРОТИВЛЕНИй 
РЕАКТИВНЫХ ДВУХПОЛЮСНИКОВ 

И ПРИЕМЫ ИХ ИССЛЕДОВАНИЯ 

(() . 4) 

Электрические цепи с двумя зажимами, состоящие из катушек ин
дуктивности и конденсаторов, потери в КОТОРЫХ не учитывают, назы
вают р е а к т и в н ы м и Д в у х п о л ю с н и к а м и .  Их можно 
2 14 



строить по тем же каноническим схемам, что и цепи гс. Сопротивления 
и проводимости реактивных двухполюсников содержат только реактив
ные составляющие х или Ь и имеют нули и полюсы на положительных 
вещественных частотах .  ПОЭТОМУ их принято характеризовать гра
фиками х (ffi) или Ь (ffi) .  

Напомним, что двухполюсники с одинаковыIии частотными зави
симостями сопротивления называют э к в и в а л е н т н ы м и .  Если 
произведение сопротивлений двух двухполюсников не зависит от час
тоты, то такие двухполюсники называют в з а и м н о о б Р а т н ы м и .  

Сложность двухполюсников определяется числом входящих в него 
элементов. Различают двухполюсники одно- , двух- , трехэлементные и 
т. д. Число элементов в двухполюснике считают по числу конденса
торов и катушек индуктивности , остающихся после возможного упро
щения схемы. 

Простейшие одноэлементные двухполюсники. Схемы этих двух
полюсников, графики зависимости их  сопротивления от частоты, а 
также условное их изображение с указанием расположения нулей и 
полюсов функции сопротивления на оси частот приведены на рис .  6. 10 .  
Схема реактивного двухполюсника, его график х = х (ffi) ,  аналитичес
кое выражение Z (ffi) = jx (ffi) И схема расположения нулей и полюсов 
функиии сопротивления в равной степени могут характеризовать его 
свойства. 

Рассматриваемые два одноэлементных двухполюсника являются 
взаимно обратными , что непосредственно видно из выражения 

1 L Zl (00) Z2 (oo) = jooL -. - = - .  jOOC С 
(6 . 5) 

Эги двухполюсники имеют обратные зависимости сопротивлений от 
частоты. 

Двухэлементные двухполюсники. Схемы двухэлементных двух
полюсников, графики зависимости их  сопротивлений от частоты и 
расположение особых точек приведены на рис. 6. 1 1 _  Указанные двух
полюсники представляют собой контуры резонансов напряжений и 
токов и на одинаковых резонансных частотах представляют собой об
ратные двухполюсники. Для доказательства этого составим аналити
ческие выражения их сопротивлений. Для последовательного соеди
нения L и С 

где 

ooi = 1 /(L1 С1) · 
ДЛЯ параллельного соединения L и С 

1 00 1 
Zz (oo) = --�-

l
-

jO)C2 + -:--L2 10) 
jC, (0)2 -0):) ' 

(6 . 6) 

(6 .7) 
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где 
ooj = 1/(L2 С2) . 

ИЗ выражений (6 . 6) и (6.7) следует, что 
L1 Zl (00) Z2 (00) = 

С, 
при rol = ro2  Zl (ro)Z2 (ro) = L/C2. 

Произведение сопротивлений не зависит от частоты, и ,  следова
тельно, двухполюсники взаимно обратны при равенстве резонансных 
частот, т .  е. элементы контуров подобраны так ,  что выполняется усло
вие L1C1 = L2C2• 

Из выражений (6.б) и (6.7) также следует, что сопротивления двух 
резонансных контуров, настроенных на одну и ту же резонансную 
частоту, отличаются только постоянным множителем. Выражения 
(6 .6) и (6.7) наглядно характеризуют зависимость сопротивлений двух
элементных двухполюсников от частоты. 

Трехэлементные двухполюсн и ки . Из трех реактивных элементов 
можно составить четыре различные схемы двухполюсников (рис. 6 . 1 2) .  
Трехэлементные двухполюсники попарно образуют две группы: двух
полюсники ,  входящие в одну группу, имеют однородные свойства, 
входящие в разные группы, - противоположные. 

Например, двухполюсники 1 и 2 пропускают постоя нный ток , при
нятый за ток с нулевой частотой , и оказывают токам с высокими час
тотами большое сопротивление. Двухполюсники 3 и 4 постоянный ток 
не пропускают и имеют малое сопротивление на высоких  частотах.  
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На этом же рисунке приведены графики зависимости сопротивления от 
частоты соответственно двухполюсников одной и другой групп и 
показано расположение их особых точек. 

Поясним порядок построени я графиков на примере двухполюсника 1. При постоянном токе (нулевой частоте) сопротивление двухполюсни
ка равно нулю. На резонансной угловой частоте параллельного соеди-
нения Шl = 1 /V L1C1 сопротивление двухполюсника становится неог
раниченно большим и скачком меняет знак . Преобладающая до сих 
пор индуктивная проводимость делается меньше емкостной , котораЯ 
существует на частотах выше резонансных; таким образом, наблюда
ется резонанс токов. 

Так как на угловых частотах, превышающих ffil' сопротивление 
параллельно соединенных L1 и С1 имеет емкостный характер и умень
шается с увеличением частоты, то на некоторой угловой частоте Ш2 на
ступит равенство сопротивления контура L1Ct индуктивному сопротив
лению ffi2L2  - резонанс напряжений. 

Заметим,  что резонансная частота Шl в то же время является часто
той собственных колебаний в цепи , образованной параллельным соеди
нением L1C1. Такие собственные колебания возможны при разомкну
тых внешних зажимах 1 и 2 .  Угловая частота разонанса Ш2 определяет
ся условием 

откуда 
(0)2  (0)2 2- 1 

(0)2 1 (0)2 1-2 = .- ---:- . 
С 2 2 I (0)2 - (0) 1  

(6 . 8) 
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Резонансная частота (1)2 в соответствии с формулой (6 .8) есть частота 
собственных колебаний в цепи ,  образованной соединением и ндуктив
ности L1L 2/(L1 + L2) и емкости С1•  Колебания  с частотой (1)2 возможны 
в двухполюснике при закорачивании внешних зажимов. Нетрудно 
видеть, что в этом случае индуктивности L1 и L2 соединяются парал
лельно, образуя индуктивность L1L 2/(L1 + L2) . 

На угловой частоте 0) 2  сопротивление всего двухполюсника об
ращается в нуль. С дальнейшим увеличением частоты сопротивление 
контура LC1 продолжает умен bUJaТЬСЯ , а сопротивление O)L2 растет; 
полное же сопротивление двухполюсника будет неограниченно возра
стать. 

Аналогичными рассуждениями устанавливается общий характер 
зависимости сопротивления  от частоты и для двухполюсников 3, 4 с 
той только разницей , что здесь катушки индуктивности и конденса
торы меняются местами .  Соответственно первым резонансом будет ре
зонанс напряжения ,  вторым - �  резонанс токов. 

Кривые, приведенные на рис .  6. 1 2 ,  можно построить также суммиро
ванием кривых,  входящих в схему сопротивлений двухполюсников 1 и 
3 или проводимостей ветвей двухполюсников 2 и 4. 

Двухполюсники 1 и 2 потенциально обратны двухполюсникам 3 и 
4 .  Покажем это, рассмотрев аналитические выражени я их сопротивле
ний .  

для двухполюсника 1 

Вынося за скобки j(J}1� 2  и заменя я  1 /(L/._'\} согласно выражению (6.8) 
2 2 на (1)2 - tt) 1 ,  1I 0ЛУЧИМ 

(6 . ! )  

Частота резонанса (1)1 двухполюсни ков 3. 4 определяется из услови я 
обращения  в Н УШ, проводимости . Это дает 

UJ \  
-- = - ----'---

откуда 

Полная проводимость рассматриваемого двухполюсника 2: 

у � (01) 

2 1 1-1  

. L + JЮ I 'L ( 2 2 ) J 2 (J) - Ш 2 

L1 [' 2 (ш2 - OI� )  

L 1  + 1-2 (ы2 _1J) � )  

(6 . 1 0) 

(Н . ! ! ) 



Частота резонанса двухполюсника 3 (02 = 1 I �' L 2C2, а частота 
резонанса (01 определяется из условия обращения в нуль сопротив
ления .  Это дает 

откуда 

(6 . 1 2) 

(6 . 13) 

Частота резонанса двухполюсника 4 (01 = l /YL.C1 , а частота ре
зонанса (02 определяется из условия обращения в нуль проводимости : 

_ оо2 I 1 
(') 2 С2 = ; (t. � = ООТ + = -----

L J  (щ� - ооН . L2 С2 С1 С2 
L1 -�--=--C1 + C2 

(6 . 14) 

(H . 1 5) 

Сопоставляя  выражени я  (6.9)-(6. 1 5) ,  можно видеть,  что при соот
ветствующем подборе элементов двухполюсники 1 и 2 эквивалентны 
друг другу и обратны двухполюсникам 3 и 4 .  

Все трехэлементные двухполюсники и меют по две резонансные час
тоты , одна из которых совпадает с частотой собственных колебаний ,  
возникающих при разомкнутых внешних зажимах, другая - - с часто
той собственных колебаний, имеющих место при замкнутых внешних 
зажимах двухполюсника . 

Числовой множитель, входящий в выражения для Z « (О) , определя
ется по поведению цепи при (о --+ 00 .  Так, сопротивление, например, 
Z2 ( 1) ) ,  определяемое выражением (6 . 1 1 ) ,  при (о --+ 00 сводится к 
jbl L1L2/(L1 + 1-2) '  что мnжно установить и непосредственно по 
схеме (см .  рис. 6.8) .  

Сопротивление двухполюсника 4 Z4 « (О) [см . выражение (6 . 1 5) 1  при 
w -... 00 будет 1 /( j(OC2) , что также непосредственно следует из схемы, 
приведенной на рис. 6. 1 2. 

Четырехэлементные двухполюсники. Вариантов схем различных 
четырехэлементных двухполюсников может быть восемь.  Все делятся на 
две группы по четыре двухполюсника со сходными свойствами ,  каж
дый двухполюсник одной группы имеет свойства, противоположные 
двухполюсникам другой . 

Схемы четырехэлементных двухполюсников (представителей обеих 
групп) ,  графики частотной зависимости и х  сопротивлений и располо
жение особых точек приведены на  рис. 6. 1 3 , схемы четырех четырехэле
ментных двухполюсников, не пропускающих постоянный ток , _. на  
рис .  6. 1 4 . Каждый из  них представляет собой параллельное или послс-
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(i) 
С, С.1 

jx 

о о :/" ц)? I 
I 

• I -j x -JX I I 
х • х • х • х • х • О ('), llJz иJз 00 О Ы, U!Z ИJ.1 со 

Рис. 6. 13 

довательное соединение более простых двухполюсников, рассмотрен
ных ранее. Составим выражение для сопротивлений этих двухполюсни
ков. Поскольку зависимость сопротивлений от угловой частоты для 
каждого из них содержит два нуля (два резонанса напряжений) и 
один полюс (резонанс токов) на конечных угловых частотах (полюс 
при ffi = О И полюс при ffi = (0), то общее выражение сопротивления 
по аналогии с соотношеНИ5lМИ (6 .6) ,  (6. 7) ,  и (6 .9) , (6. 1 3) имеет вид: 

Z (oo) = jk 
(002 -(01) (002 -ы�) 

00 (002 -ooi) 
(6 . 16) 

где k - постоянный множитель ,  зависящий от зн ачений элементов схемы . 
Как отмечалось, его можно определить по поведению Z (00) при 00 ...... 00 .  

(j) � ® СI С2 l c О I 3 

Lз "г 
С2 

.i. Са Ф 
1.1 

La [ 1  1.2  
Сг 

1.2 [1 
"2 TCz 

О 

Рис. 6. 14  
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Так, например , для схемы 1 сопротивление двухполюсника при 
w -+ 00 определяется параллельно соединенными индуктивностями 
L1 и L з: 

(Н . 17) 

Сопоставляя выражения (6. 1 6) и (6. 1 7) ,  найдем, что k = L1L :/(L1 -1-
+ L з) ,  

Исходя из этой же схемы , представляющей собой параллельное 
соединение двух ветвей, с учетом соотношения (6.6) имеем: 

00 1 00 У (OO) = Y1 (oo) -I- Y2 (00) = jL1 (ю2_ ю�) + ii: -(00-2:"-00-;-)- ' (6 . 18) 

Частоты резонансов здесь определены непосредственно элементами 
двухполюсника. Частота резонанса токов находится из условия обра
щения в нуль проводимости И определяется выражением 

ю� = 

--------

C1 С; (L1 + Lз) C1 + Ci" 

(6 . 1 9) 

Величина Ю2 представляет собой частоту собственных колебаний в 
цепи, образованной последовательным соединением L1, L З, С1, С 3 ' 
Такие колебания возможны при разомкнутых внешних зажимах рас
сматриваемого двухполюсника . 

Выражение (6. 1 8) есть разложение правильной дроби 

на простые. 

1 У (00) = -
z (00) 

Для двухполюсника 2, представляющего собой последовательное 
соединение двухэлементных двухполюсников, с учетом соотношений 
(6.6) и (6 .7) найдем: 

j La 2 2 00 1 
Z (00) = - (00 - юа)  -1- -- (6 .20) 

00 jC2 (002 -ю�) 

Формула (6.20) есть результат выделения простой дроби из выра
жения (6 . 1 6) .  

Для двухполюсника 3 

1 
Z (00) = + ---'-':"--1 --

jooC 1 
-- -1- ------jooL1 1 jooL2 + -jooCz 

(6 . 2 1  ) 

Это есть выражение (6. 1 6) ,  представленное в виде цепной дроби 
делением при расположении слагаемых многочленов по возрастающим 
степеням ю .  
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(2) L ,  LZ 
Lf LI u-'"' ...... ..... -

С, = =  С, =: Сг 
Lз LZ 

'"' 

® С, Сг 
С! 

L z 
Са La L ,  LZ 

Рис. 6. 1 5 

Для схемы двухполюсника 4 аналогично имеем: 

у (00) =--
-------------------

(fi . 22) 

jooC] + -----1 -

Таким образом, четыре схемы потенциально эквивалентных четы
рехэлементных двухполюсни ков являются четыр ьмя каноническими 
схемами . 

Схемы четырехэлементных двухполюсни ков, пропускающих по
стоянный ток , приведены на рис . 6 . 1 5. 

Общее выражение для сопротивлени я  рассматриваемых двухполюс
н иков 

Непосредственно для двухполюсника 5 
00 00 

z (OJ ) - + -- ------
·С . ( 2  2 ) 'С ( 2  2 )  1 ] 00 - 00 1 J , :! 00 - ш :! 

(б . 24) 

Равенство (6 . 24) есть разложение дроби (6 .23) на простые дроби 
Для двухполюсника 6 

w jCa (w2 . w�) 
У (w) =  'L ( 2  " ) +-

J 2 W ·- Ю 2  (,) 
(6 . 25) 

Соотношение (6. 25) есть результат выделения простой дроби из 
выражени я  (6.23) . 
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Для двухполюсника 7 
1 

Z (oo) = -------------
jooC) + ----------

jooL) + ------
jooC2 +---

j(o)L2 

(б . 2(j) 

Выражение (6.26) есть представление дроби (6 .23) в виде цепной 

дроби. 
Для двухполюсника 8 

1 У )ы) с . --о -- + -------JooL )  
(6 . 27) 

--- + ------
jooC) 

Рассмотренные четыре схемы также соответствуют четырем кано

ническим схемам. 
Общие свойства реактивных двухполюсников. Изложенное позво

ляет сформулировать ряд положений,  характеризующих общие свой

ства реактивных двухполюсников: 
число резонансов любого реактивного двухполюсника на конечных 

частотах на единицу меньше числа элементов в нем (с учетом того, что 

на частотах ffi = О И ffi = 00 сопротивления и проводимости равны 

нулю или бесконечно велики ,  считают, что на оси частот О < ffi < 00 

число резонансов на единицу больше числа элементов) . 
для любого реактивного ДВУХl10люсника существуют взаимно

обратный и эквивалентный двухполюсники ; 
зависимость сопротивления любого двухполюсника от частоты 

можно представить выражением 
т 

z (00) 
П (oo2 -OOJ) 

+ jk(o) ± I �p_=_I ____ _ 
n 

П ((0)2 -OOJ) 
q = 1 

где П -- знак произведения IЮВТОР ЯЮЩИХСЯ сомножителей;  
т -. число частот резонансов напряжени й ;  
n - число частот разонансов токов. 

( 1; : 28)  

В выражении (6.28) один многочлен четный, а другой - - нечетныЙ .  

Это обстоятельство является отличительной особенностью фун кций 

входных сопротивлений или входных проводимостей реактивных двух

полюсников; 
два реактивных сопротивления ,  принимающих значения нуля и 

бесконечности на одних и тех же частотах ,  могут различаться 

Только постоянным множителем k .  
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jx, 
ZXJ( 

Рис. 6.1 6 

Отрезки линий как реактивные двухпо
люсники. В § 3.3 было установлено. что вход
ные сопротивления короткозамкнутых и ра
зомкнутых отрезков линий с малыми поте
рями 

Zиз == j 'V ЦС tg (Н = j ,/ ЦС tg koo; 

Zx x с =  - j  V ЦС ctg �l = -j V ЦС ctg koo . 

Следовательно, зависимость входных со
противлений Zиз и Zxx от частоты будет 
такой , как это показано на рис. 6. 1 6 . Со сто
роны входных зажимов такие отрезки ли
нии представляют собой реактивные сопро
тивления с бесконечно БОЛhШИМ числом эле-
ментов. 

в ограниченных диапазонах частот отрезки линий различной дли
ны и на различных частотах могут заменять собой индуктивности , ем
кости , резонансные контуры и более сложные двухполюсники. 

6.4. ДВУХПОЛЮСНИКИ С ПОТЕРЯМИ 

Влияние потерь в элементах двухполюсника. Мы полагали реак
тивные двухполюсники составленными из идеальных индуктив
ностей и емкостей . При этом активное сопротивление цепи r =� О И 
Z (О) = ix (0) . Зависимость от частоты реактивного сопротивления  
двухполюсника х (ш) и была единственной рассмотренной характери
стикой . В этом случае при резонансе токов х обращается в бесконеч
ность, а при резонансе напряжений -- в нуль. 

Реальные катушки индуктивности и конденсаторы вносят в цепь 
определенные потери ,  поэтому свойства реальных элементов в двух
полюсной цепи следует отображать эквивалентными схемами , содер
жащими наряду с реактивными элементами L и С также и активное 
сопротивление т. При этом сопротивление двухполюсника 

Z (00) = r (00) + jx (00) =0' I Z (00) I еiч> (Ш) • 

Для отображения изменения свойств двухполюсника в зависимости 
от частоты при наличии потерь в его элементах наряду с графиком х (ш) 
следует строить еще и график r (ш) . При резонансах теперь сопротивле
ние в обоих случаях конечно. 

При изучении свойств двухполюсников с потерями удобно также 
пользоваться графиками \Z (ш) \ и ljJ (ш). Примерный вид графиков, 
показывающих зависимость сопротивления  реального трехэлемент
ного двухполюсника от частоты, приведен на рис. 6. 1 7, а и 6. Штри
ховые линии отНосятся к реактивному двухполюснику с идеальными 
элементами .  
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Связь между активной и реактивной составляющими входной про
води мости или сопротивления. Рассмотрим проводимость цепи 
(рис. 6. 18 ,  а), для которой 

Здесь обе составляющие проводимости являются функциями часто
ты с полюсами при мнимом значении (J) = j (г и/ L к) ; g -+ О при (J) -4-- 00 ,  
ь равно нулю при (J) = О; g и Ь однозначно связаны друг с другом. Пол
ное значение У а легко может быть восстановлено по любой ее состав
ляющей . Так же будет обстоять дело, если цепь составить из несколь
ких таких ветвей, когда 

у (<о) .. )'1 ___ _ 
.- ГК + j(J)Lи k 

Рассмотрим цепь (рис . 6. 18 ,  6) , для которой 

. <oLK 
I ,2 . 1' <02 [2 

к '  К 

Вследствие присоединения ветви с только активным сопротивле
нием активная составляющая проводимости изменилась на величину 
] /гд, не зависящую от частоты , и не будет тепер ь равна нулю ни на 
каких частотах.  Но это нарушает однозначную связь g и Ь .  

Не будет однозначной связи между g и Ь и в том случае, если одно
стороннее изменение получит только Ь (рис. 6. 1 8 , 8) . Здесь по сравне
нию с цепью (см . рис. 6. 1 8 ,  а) появилась ветвь с чисто реактивной про-

a)jx,r 

о) 
1 1 1,1 

.Jf 
Z 

_ !!.. z 

ч 3ак. 1689 

а.) 

?) 

о) 8) 
"х 

I.к 

д) 

7'g 

Рис. 6. 18 
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Ь (о .  • водимостью д = - L ( 2_ 2) ' имеющеи полюс на вещественнои д 00 000 
частоте (0)0 = I IVLдСд, и полная проводимость теперь 

. ooL" . 00 
J 2 L -] , . ,2 -+- 00 2 L (002 _002 ) к к Д О 

Таким образом , только у цепей без чисто активных и чисто реак
тивных ветвей в параллельном соединении есть однозначная связь 
между g и Ь.  Такие цепи имеют минимально возможную активную со
ставляющую при заданной реактивной и минимально возможную реак
тивную составляющую проводимости при заданной активной . 

Действительная составляющая проводимости не содержит в этом 
случае не зависящей от частоты части , а реактивная составляющая не 
имеет полюсов на вещественной оси частот. 

Однозначная связь между активной и реактивной составляющими 
сопротивления имеется только у цепей с минимальными активным и 
реактивным сопротивлениями. Такие цепи не содержат чисто активных 
и чисто реактивных цепей в последовательном соединении . Функции 
Z ((О) сопротивления таких цепей не имеют полюсов на вещественных 
частотах .  

Пример схемы с минимальными активным и реактивным сопротив
лениями дан на рис. 6. 18 ,  г. с неминимальным активным сопротивле
нием -на рис. 6. 18 ,  д и неминимальным реактивным сопротивлением _. 

на рис. 6. 18 , е. 

6.5. ПОСТРОЕНИЕ ДВУХПОЛЮСНИКОВ 
по ЗАДАННОЙ ЧАСТОТНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКЕ 

СОПРОТИВЛЕНИЯ ИЛИ провадимости 

При проектировании разнообразных устройств автоматики , телеме
ханики и связи часто возникает задача определения схемы двухполюс
ника с заданной зависимостью сопротивления (или проводимости) от 
частоты и значений ее элементов. 

Необходимая зависимость может быть задана формулой Z ((О) 
или графиком . В первом случае следует сначала представить Z ((О) под
ходящей функцией . В последнем случае прежде всего следует устано
новить соответствие этой формуле сопротивления какой-либо реальной 
цепи , или , как говорят, является ли заданная зависимость Z ((О) фи 
зически реализуемой . 

Условия ,  которым должна удовлетворять функция входного со
противления Z ( (О) или входной проводимости У ( (О) цепи с сосредото
ченными элементами, были рассмотрены в § 2.9 .  Часто эти условия фор
мируют более кратко, опираясь при этом на свойства аналитических 
функций комплексного переменного. 

Говорят, что функция Z (р) удовлетворяет условиям физической 
реализуемости , если она положительна и действительна . Эту функцию 
называют положительной , если ее действительная часть положительна 
при положительных действительных значениях р. 
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Если положительная функция принимает действительные значения 
при действительных аргументах, ее называют Д е й с т в и т е л ь н О й 
п о л о ж и т е л ь н О й .  Рациональная действительная положитеЛьная 
функция есть Ф у н к Ц и я Б Р У н е. 

Таким образом, первым этапом синтеза двухполюсника по заданной 
аналитической зависимости Z «(о) является образование функции Z(p) , 

где j(o) заменено на р ,  и проверка Z (р) на действительность и положи
тельность. 

Если нули и полюсы функции Z (р) расположены на отрицательной 
оси р = j(o), то эта функция реализуется в виде двухполюсника гС 
или rL . Функция Z «(о) при расположении ее нулей и полюсов на поло
жительной вещественной оси реализуется двухполюсником LC, а если 
ее нули и полюсы находятся в верхней полуплоскости ro или левой по
луплоскости р = j(o) , то двухполюсником rLC. 

Рассмотрим несколько примеров. 
Синтез цепи гС. Пусть задана зависимость сопротивления от час

тоты вида 

р2 + 6р + 8  
Z ( р) (6 . 29) 

р2 + 4р + 3  

Уравнение p� + 6р + 8 = О имеет корни -2 и -4, а уравнение 
р2 + 4р + 3 = О - -1 и -3. Очевидно, что сопротивление (6. 29) 
есть сопротивление реализуемой цепи гС. Функцию Z (р) можно за
писать также в виде 

(р + 2) (р + 4) 
Z (р) =(;+ 1 ) (р + 3) 

. (6 . 30) 

Выражение (6 .30) не является правильной дробью. Выделим из 
него целую часть. При р = 00 Z (р) -+ 1 .  Это значит, что в последо
вательном соединении имеется сопротивление Г1 = 1 .  Найдем сопро
тивление остальной части схемы: 

z (р) - I  р2 + 6р + 8  
_ 1 = 2р + 5 

р2 + 4р + 3  р2 + 4р + 3  (6 . 3 1 ) 

Последнее выражение есть правильная дробь, которая может быть 
разложена на простые: 

А В 2р + 5  
p2 + 4P ' 1- 3 

2р + 5  -
р + 1 + р ·+ 3  (р + 1 )  (р + 3) 

Для нахождения А умножим обе части 
(р + 1 )  и положим р = -- 1 .  Получим 

- 2 + 5  
- 1 + 3 

А 3/2 . 

последнего равенства на 

Величину В определим , умножив обе части предпоследнего ра
венства на (р +3) и положив р = -3. В результате 

В = -6 + 5  = 1 /2 . 
-3 + 1 

' 
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Отсюда 
2р+5 3/2 1 /2 

(р+ 1 ) (р+3) - р+ 1 + р+ 3 
3/2 1 ;2 I 

Z (р) = 1 + р+ ' + р+3 = 1 +  (2/3) р+ (2/3) + 2р +- 6  

Имея в виду , что зависимость сопротивления от частоты при парал
лельНОМ соединении резистора и конденсатора Z (р) = 1 /[( 1 /г) + ре] , 
образуем схему двухполюсника (рис. 6. 19,  а) . для изображения  Z (р) 
сопротивлением цепной схемы дробь Z (р) - 1 следуеi представить в 
виде непрерывной. 

Для этой цели выполним ряд делений: 

Это дает: 

рЧ 4р+3 2р+5 
1 1 р2+2 - Р - Р 2 2 

3 2р+5 - р +3 - 2 2р+ 4 1-. -4--
1 3 

3 1 -2- Р + :1 -3---
.- p-l 3 2 ' 

2р+ 5  
Z (р) - 1 = --"-"--р2+ 4р+3 

I 

I ., т 3 i) 
T P-t :l 

Последнему выражению соответствует схема (рис. 6. 19 ,  б) . Полную 
схему двухполюсника , реализующего заданную зависимость Z (р) .  
можно получить включением сопротивления 1 Ом (рис. 6. 19 ,  в) . 

Исходя из У (р) = I !Z (р) и поступая аналогично, можно ПОЛУ
чить еще две эквивалентные схемы. 
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Рис. 6.20 

Синтез реактивных двухполюсников. Если аналитическое выра
жение Z (ш) задано рациональной дробью (6.28) , явно являющейся 
функцией сопротивления  реальной цепи реактивного д!>ухполюсника, 
то число элементов, входящих в ДВУХПОЛЮСНИК, сразу устанавливается 
по числу множителей в числителе и знаменателе. Общее число элемен
тов на единицу больше общег(; числа множителей вищ\ ш2 - шk. 
Остается выбрать схему соединенця и определить параметры элементов, 
т. е. решить задачу реализации, для чего следует преобразовать за
данное выражение Z (ш) .  

Если нужно построить сложный двухполюсник последовательным 
соединением контуров резонанса токов, то выражение Z (ш) следует 
разложить на простые дроби . Каждое слагаемое дроби будет представ
лять сопротивление одного контура, а целая часть - сопротивление 
резонансной цепи или одиночного элемента . 

Для построения сложного двухполюсника параллельным соедине
нием резонансных ветвей следует воспользоваться выражением У (ш).  
разложив его на простые дроби . Тогда каждое слагаемое, полученное 
в результате такого разложения ,  будет представлять собой проводи
мость одной резонансной ветви или ветви с одним элементом. В первом 
случае резонансы токов определяются резонансными частотами конту
ров, входящих в схему, а перемежающиеся с ним резонансы напряже
ний -- соотношениями между элементами L и С всех контуров. Во 
втором случае, наоборот, резонансы напряжения определяются резо
нансными частотами ветвей , а резонансы токов -соотношени �M между 
элементами L и С всей схемы. 

Если в заданном выражении Z (ш) или У (ш) сложного двухполюс
ника выполнить деление и представить его в виде непрерывной дроби, 
то соответствующие схемы будут иметь вид цепочек . Предпочтение той 
или иной схеме двухполюсника может быть отдано в зависимости от 
значений параметров входящих в нее элементов и возможности их реа
лизации. 

Допустим, что необходимо построить реактивный двухполюсник с 
сопротивлением Z (ш) , график которого приведен на рис. 6.20, а. Со
противление этого ДВУХПОЛlOCника обращается в нуль на частоте 00 2  = 

�� 200 и становится неограниченно большим на угловых частотах ш] = 
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= 1 00 и <0з = 300. Это зависимость реальной н ,  следовательно, реали
зуемой цепи. 

Так как нули и полюсы функции сопротивления определяют ее 
только с точностью до постоянного множителя, то задано еще значение 
IZ (<0) 1 = 1 000 Ом на частоте <о = 50. Таким образом, для нахождения 
четырех элементов схемы (рис . 6.20, б) заданы четыре значения Z (<о) . 

Представим соответствующее заданному графику выражение ра
циональной дробью (6.28) : 

002 _2002 
Z (00) = -jkoo --------(002 _ 1002) (002 -3002) 

Знак минус перед jk выбран исходя из того, что на частоте w - О 
сопротивление Z (w) должно быть пол()жительным, дробь же на малых 
частотах - отрицательна. 

Нэйдем значение k из условия 

502 - 2002 
) z (50) )=\000 = - k · 50 

(502 - 1002) (502- 3002) 

откуда k = 3.50 000. 
Таким образом, 

z (00) = -joo . 35 . \04 (002 _ 1002) (002 _3002) 

Разложим эту дробь на простые дроби: 
002 -2002 А В 

002 _ 3002 

Для определения А умножим обе части последнего равенства на 
w2 - 1002 И положим W = 1 00. Тогда второе слагаемое правой части 
будет равно нулю н получим: 

А \002 -2002 ---- = 0 '375 . 1 002 -3002 

Точно так же для определения В умножим обе части равенства 
на <02 - 3002 И положим <о = 300. Тогда 

в 

С.-Ледовательно, 

00 2 - 2002 3002 -2002 
0 ,625 .  

( 0 ,375 0 ,625 ) 
z (oo) = - jоо · 35. 1О4 + ----'--- = (002 - 1002) (002 _ 3002) 

j 

1 3 1 . 103 00 2 18 . \03 
002_ \002 + Т 002 - 3002 ' 

Сопротивление двухполюсника выражается суммой двух слагае
мых, каждое из которых представляет собой сопротивление резонанс
ного контура . 
230 



Для определения значений C1L1 и С зL з сопоставим слагаемые (6 .30) 
с сопротивлением резонансного контура, которое запишем в виде . 

00 I jC 
Z (00) = - --'--j 

(ю2 _ю�) 

где rop - угловая частота резонанса. 
Отсюда для первого резонансного контура (ор = 1 00; C1 = 

= 7,63 мкФ ; L1 = 1 3, 1  Гн.  Для второго резонансного контура (ор = 
= 300; С з = 4,58 мкФ; L з  = 2,43 Гн. 

Кроме рассчитанной, существуют еще три схемы четырехэлемент
ных )JВУХПОЛЮСНИКОВ, имеющих ту же зависимость сопротивления  от 
частоты . 

Если характеристики двухполюсника представить в виде непре
рывных дробей, то двухполюсник можно рассчитать по схеме 
(рис. 6.20, в) . Рассмотрим способ подбора элементов по данной схеме. 

Для нее 

z (00) = -------
1
----

jwC1 + --------I 
jюL1 + -----I 

jЮС2 
+ -.-

/юL2 

Из выражения (6.29) следует, что 

z (00) = -j 
35 · 1 ()4 юЗ - 140. 108 00 

(6.32) 

Для представления  Z (ro) в виде непрерывной дроби выполним ряд 
делений: 

_ 
004 - \ о .  \04 002 + 9·  108 I 35· 104 ЮЗ- 140 · 108 00 

. 
004 -4 . 104 002 1 0-4 ' 

_ 6. 104 002 + 9. 10" 35 
00 

105 35 

35 · 104 юЗ - 140· 108 00 1-6. \ 04 002 + 9· 108 

35 · 104 юЗ - � IОВ 00 - -- 00 
2 6 -----------

-87 ,5 ·  108 00 

-6· 104 002 + 9· 108 -87 ,5·  108 00 

-6· 104 002 6 
9· 108 87 ,5 

10-4 00 

-87 ,5 · 108 00 
9· 1OS 

87 ,5 
00 

9 
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Таким образом, 

Z (oo) = - j -----------------------------------
10-4 

35 
00 + --------------35 1 

- Ш + -----------------6 6 1 
__ о. 1 O-� (о) + -----
87 ,5 87 ,5 

9 
00 

Сравнивая последнее выражение с формулой 
6 

(6.32) , найдем: 
1 35 

С = - 10-4.  L - � .  1 35 ' 1 - 6 ' С =--- /0- 4 .  L2 2 87 5 ' , 
87 ,5 

9 

Схему (риr. 6 .20 ,  г) можно рассчитать аналогично, но полиномы в 
числителе и знаменателе Z (ffi) перед делением следует расположить по 
возрастающим степеням. 

Для реализации двухполюсника по схеме (рис. 6 .20, д) сопоставим 
заданное выражеНl1е У (ffi) С проводимостью схемы на рисунке. Это дает 

j = ]  -- 00 -- ООа - � ----004- 1 0 · 1 0--4 шЧ- 9· ЮН . [ Са ( 2  2) 00 1 
] 35 · 1 04 003- 1 40 ·  108 (t) (О ' 1�2 (002 -ш�) . .  

Найдем L2,  дЛЯ чего умножим обе части равенства на ffi2 
� ffi� И по

ложим ffi =, Ш2 = 200. Отсюда L2 = 9,З. Теперь мы имеем: 

Отсюда 

00, - 1 0 . /0-4 002 + 9 · 1 08 
35 · 104 ы3 - 140· 108 w 

- 00  
9 ,3 

325 · 104 W 

1 Са 
---- + - (oo2 -ы�) . ы2 -2002 00 

00 
-::---::---- -9 . 3 (ы2 - 2002) 

чем определяется Са И ffi a ,  а следовательно, и La:  
1 IOG 

Ca = 2 ,85 · 1O-6; La = 
2 

------ = 1 5 '6 .  
Са Ша 2 85 _2_1 _ 1 04 • 9 3 • 

Построение двухполюсника rLC. Задача синтеза двухполюсников 
гС и LC облегчал ась наличием у таких цепей к анонических схем . Для 
построения одной из них достаточно соответствующего преобразова
ния  заданной функции сопротивлени я  или проводимости (разложение 
на простые или цепные дроби). Эти приемы не теряют свой цен ности и 
при синтезе двухполюсников, содержащих элементы всех трех типов: 
г, L и С. Существует несколько приемов построею.JЯ схемы пассивного 
двухполюсника общего вида, однако большинство из них  основано на 
постепенном выделении параллельных и последовательных цепей, т. е. 
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по существу на разложении функ
ции входного СОПРОТИВJIения в цеп
ную дробь. 

Рассмотрим два примера. 
Пример 1 .  Пусть, например , тре

буется построить двухполюсник с 
4р3 + 2 . 103 р2 + 4  . 1 06 р +  10& 

Z (р) 
2р2 + 1 03 Р + 1 06 

Рис. 6.2 1  

так , чтобы активное сопротивление находилось на его выходе. По
скодьку степень числителя Z р более высокая ,  чем знаменатеJIЯ ,  вы пол
ним деление: 

_ 4р3 + 2 . 103 р2 + 4 · 106 р +  1 0& /2р2 + 1 03 р +  I ()б . 4р3 + 2 ·  103 р2 + 2 ·  1 06 р 2р 
2 · 1 06 Р +  1 09 

СледоватеJIЬНО, 

2· 106 Р +  1 09 
Z (p) = 2p +  ------'--'--- = 2р + Z\ (р) .  

2р2 + 103 [1 + 1 06 

Схема искомого ДВУХПОJIюсника начинается с ПОСJIедоватеJIЬНО 
включенной индуктивности 2 Гн . Для выяснения схемы оставшейся 
части рассмотрим проводимость 

I 2р2 + \03 р +  1 06 

У \  ([1), = Z} (р) - 2. 106 р +  \09 

Здесь можно выполнить деление: 

_ 2рЧ- 1 03 Р t- 106 \2 .  1 06 р +  109 . 
2р2 + 1 03 р 10-6 Р 

, 

106 

106 
У\ (р) = 10 -6 р + = 10-6 р + ---

2· 106 р + l O& 2р + 1 03 

Проводимость Уl (р) образована параллельным соединениеl\f двух 
ветвей с СОПРQтивлениями 1 !{ I 0-6p) и 2р + 103 .  Схема двухполюсника с 
требуемым входным сопротивлением приведена на рис. 6.2 1 , а. 

В рассмотренном простом примере не встречалось никаких за
труднений . Однако так бывает не всегда . 

При мер 2. Пусть необходимо построить двухполюсник с одним ак
тивным сопротивлением в конце цепи: 

8р3 + 3 ·  103 р2 + 4 .  1 06 Р + 1 0& 
Z ( p) = ��-��--��-

3р2 + 103 р +  1 06 

Функция сопротивления весьма похожа на рассмотренную в пре
дыдущем примере, однако это входное сопротивление цепи (рис .  6.21 , 6) . 

23:3 



Поскольку здесь, как и в примере, степень числителя выше степе
ни знаменателя,  реализацию двухполюсника начнем с деления:  

8р3 + З . 1()з р2+ 4 · !О6 Р+ 1 09 3р2 + 103 Р +  106 
8 8 8 

8p3 t- 3 103 р2 +з 106 р 3 р 

1 4 
- 103 р2 + _  106 р + 1 09 3 3 

После деления выражение величины Z (р) принимает вид: 
1 4 

-. 103 р2 + - 106 Р +- 1 09 
8 3 3 8 Z (p) = - p +---------- = -3 p -j - Z) (р) . 3 3р2 + 103 р +  1 06 

в результате деления ,  во-первых, выделилась индуктивность L' -
= 8/3 вместо 2 и ,  во-вторых, у функции сопротивления для Zl получи

лись одинаковые степени числителя и знаменателя ,  так что, продолжая 
простое деление, схему двухполюсника реализовать нельзя. В таких 
случаях применяют специальный прием, предложенный Бруне (реа
лизацию называют реалчзацией по Бруне) . 

Поскольку выделенная индуктивность не равна L1 схемы , схема Zl 
та же, что и исходная, только вместо L2J возможно, содержит отрица
тельную индуктивность. для Zl характерно наличие резонанса в цепи 
L2C1 , на котором активная составляющая Zl обращается в нуль. По
этому следует определить активную составляющую Zl и эту резонанс
ную частоту . 

Умн()жая числитель и знаменатель на величину, сопряженную со 
знаменателем (3р2 + 106) - I Op3, И отделяя вещественную часть, со
держащую четные степени,  найдем: 

Re [Z) (р) ) 
103 р4 + 2 . 109 р2 + 1015 

(зрч- 106)2 - 106 р2 

Величина Re [Z. I обращается в нуль при рТ и p� ,  удовлетворяющих 
уравнению 

или 

отсюда 

Pi , 2 = - 106 ± V 1012 _ 1012 = - 1 06 . 

На этой частоте сопротивление Zl определяется только индуктив
ностью, включенной последовательно, и будет чисто реактивным: 

при р2 = - 1 06 
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4 2 
- 1(}6 р + - !О9 
3 3 

Z) (р) = ------ = цр) . 
1()3 p -2· 106 



Отсюда 
4 2 - 1<)6 р+ - 109 =  103 р2 L" -2 · 106 pL" . 
3 3 

Заменяя  р2 на � 1 06, найдем: 

L" 

4 2 ""3 1Q6 р+ 3" 1 09 

2 . 1Q6 р+ )09 
2 
3 

Полная последовательно включенная в схему индуктивность 
8 2 L1 =L '  + L" = - - -- =2 [н . 
3 3 

В рассматриваемом примере отрицательная индуктивность исклю
чилась положительной . Другим средством исключения отрицательной 
индуктивности является замена ее схемой с трансформатором. 

Вычтем из Zl сопротивление pL" : 
1 4 

- \03 р2 +_ 106 р+ 109 
3 3 2 2рЗ + 106 р2+ 2 · 106 р+ 109 

Zl (p) - рL" =----------+ р -3р2 + 103 p+ 106 
3" 

� 3p2 + 103 p+ lQ6 . 
Это сопротивление остальной схемы двухполюсника. Поскольку 

после выделения последовательно включенной индуктивности пред
полагается выделение параллельного элемента , следует перейти к про
водимости: 

1 3р2 + 103 p-f 106 

У 2 (
р
) = Z2 (р) = 2р3 + 106 р2 -1 2 . 106 Р + 109 . 

Мы знаем, что знаменатель y� (р) обращается в нуль при р2 = 

� 1 06, И следовательно, делится на р2 + 106 бе'� остатка: 

Следовательно, 

_ 2р3 + 103 р2 + 2 . 106 р-Н09 I р2 + 106 
2р3 -1 2 · 106 р 2р + 1 03 

103 р2 + 109 
103 р2 + 109 

Сравнение коэффициентов при различных степенях р показывает, 
что L2  = 1 ,  В = 1 .  Из разложения У 2 на сумму двух дробей следует 
также, что R = 1 03. Lз  = 3, С = 1 0-6. 

Синтез двухполюсников, частотная зависимость сопротивления 
которых удовлетворяет требованиям в ограниченном диапазоне частот. 
Если частотная зависимость двухполюсника должна с известной точ
ностью следовать в некотором диапазоне частот заданному графику или 
заданной функции, не являющейся рациональной дробью, то возни-
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кает задача аппроксимации , т.  е. приближенного представления задан
ной зависимости функцией требуемого вида . 

Если задана кривая F (00) , которую необходимо приближенно пред
ставить дробно-рациональной функцией 

А" (оП + А"-l (ОП-1 + . . .  + А1 00 + Ао 

8т (от + 8т-] ыm-1 + . . .  + 81 00 + 80 <р (О)) (6 . :12) 

то функция <р (00) определена, если известны (т + n + 2) ее коэффи
циента . Д.'IЯ их нахождения напишем выражение (6.32) в виде 

А1I (оП+ А1I-1 0011-- ] + . . .  + A1 00 + Ао = 

=q' (00) [ 8т ыm + В т_1 (о)m-l + . . .  + 81 00 +  801 . (6 . 33) 

Зададим теперь (т + n +- 2) точки на кривой F (00) .  Подставляя 
поочередно координаты Юн и F (юн) этих точек вместо 00 и ер (00) в вы
ражение (6.33) , получим (т + n + 2) уравнения,  совместное решение 
которых дает значения искомых коэффициентов. 

Предположим, что нужно подобрать сопротивление, увеличивающе
еся с частотой по закону, заданному графически .  Точность удовлетво
рения требуемого закона определяется числом точек кривой , в которых 
необходимое сопротивление совпадает с заданным . Число точек соот
ветствует числу элементов двухполюсника. 

Допустим, что достаточно, чтобы на частоте 001 сопротивление было 
Z (001) '  на 002 - Z « \)2) ' По двум исходным числам можно определить 
только два элемента , поэтому возьмем, например , резонансный контур . 
Для него 

Здесь А " = О, А1 = 1 , Во = -(O�, В1 = О, В2 = С, остальные 
коэффициенты равны нулю. 

Для определения элементов схемы составим уравнения: 

- Cы� + Cы� 

Из этих двух уравнений находим величины С и (О р , что И является 
решением задачи . 

В качестве двух элементов можно было также взять индуктивность 
и активное сопротивление. Совершенно очевидно, что громоздкость 
таких вычислений быстро увеличивается с ростом требований к точно
сти.  Кроме того, остается открытым вопрос о значении расхождения 
F «1) и ер «О) на частотах, лежащих в интервалах между контрольными 
частотами. 

В отличие от решения задачи по построению реактивного двухпо
люсника, заданного функцией вида (6.28) , при задании свойств сопро
тивлении, нерациональной функцией F (00) мы можем столкнуться с 
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отсутствием решения, т. е. невозможностью построить двухполюсник 
с необходимой частотной зависимостью сопротивления при заданном 
числе элементов. В таких случаях следует решать задачу, вновь зада
ваясь функцией !р (ro) более высокого порядка, т. е. строить более слож
ный двухполюсник. 

6.6. СХЕМЫ ПРОСТЕЙШИХ Фильтрующих 
И КОРРЕКТИРУЮЩИХ ЦЕПЕЙ И ИХ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Цепи гС, составленные из резисторов и конденсаторов, благодаря 
своей простоте, дешевизне ц компактности находят всевозрастающее 
применение в аппаратуре автоматики, телемеханики и связи. В боль
шинстве случаев они работают с усилителями в режиме, близком к хо-
лостому ходу, и характеризуются функцией передачи F = iJ2/iJ1 или 
ее логарифмом . 

Фильтры нижних частот гС (корректирующие устройства с запаз
дыванием по фазе). Рассмотрим схему (рис. 6.22 , а) . Для нее опера
торная характеристика - функция передачи: 

и2 1 1 
F (p) =� = 

U1 1 + ргС I + ри ' 

Рн = РГС .  (6 . 34), 

ОНа является характеристикой фильтра нижних частот первого 
порядка, Функция передачи ФНЧ при РН --+ О равна 1 и обращается в. 
нуль при РН --+ 00 .  Его частотная характеристика 

1 1 оогС 
F (00) . -I-

+
-

J

-·oo-r-C = 1 + 002 lC2 -j 1 + 002 г2 С2 -
1 '6 -оогС 

= "":у:;-Т-' 1:=+=00:::;2:=r::;::2 ::;C�2 е / , 6 = а те t g 
1 

(6 . 35) 

Логарифмическая частотная характеристика этого фильтра 
. 1 - оогС 

20 Ig F (00) =20 Ig I F (00) + J61 = 20 Ig 
V + jaretg (6 , З6} 

I + 002 г2 С2 I 

Графики 20lg IF (ro) I и --в,  построенные по выражению (6. 36) , при
ведены на рис. 6.22 , б и в, 

Зависимость логарифма модуля F от частоты характеризуется 
тремя участками кривой: 

на первом участке ro2г2С2 < 1 ,  ю < 1 /(гС) ; IF (ro) 1 � 1 ;  
20lg IF (ro) 1 � О; 

на втором участке при ro2г2С2. соизмеримом с 1 ,  ю � I 1(rC) , IF (ю) 1 < 
< 1 ,  20 lg  IF (ro) 1 отрицательно и растет по абсолютному значению; 1 на третьем участке при ro2г2С2 » 1 ;  ro »  1 /(гС) ; IF (ro) 1 � оогС ; 

20lg IF (ro) I = 20l g  oo�c = -20IgгСro. 
Схема (см. рис. 6.22, а) дает затухание, возрастающее с ростом 

частоты . С увеличением частоты в 1 0  раз затухание ее возрастает на 
20 дБ. 
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Принято говорить, что в области ro2r2C2 » 1 ,  ro >  1 /(гС) (см . 
рис . 6 .22 ,  б) имеется отрицательный наклон амплитудно-частотной ха
рактеристики -20 дБ на декаду (6 дБ на октаву) .  В логарифмическом 
масштабе частот функция 20 Ig ,р ! = -20 19kro изображается прямой 
линией. 

Если схема (см. рис. 6.22,  а) рассматривается в диапазоне частот 
ш >  I !(гС) ; р >  I !(гС) , то ее операторная характеРИСПfка 

1 1 
F (p) = -- =k -

гер р 

есть характеристика интегрирующей цепи .  
Частотная характеристика инт€'грирующей цепи характеризуется 

возрастанием затухания с увеличением частоты со скоростью 20 дБ на 
декаду и положительным фазовым сдвигом, вносящим запаздывание. 

Если указанная схема рассматривается во всем диапазоне частот 
0 <  ш<: 00 ,  то она представляет собой фильтр нижних частот, пропу
скающий частоты ro � l I(rC) с нулевым затуханием и вносящий зату
хание для частот ro � l I(rC) . Фазовая характеристика такого фильтра 
отвечает требованиям неискаженной передачи сигналов только в об
ласти самых низких частот. 

Использованная функция передачи F (р) = u 2/ U 1 есть функция пе
редачи по напряжению и характеризует цепь в условиях  ходостого 
хода, т. е. когда входные сопротивления последующих элементов уст
ройства R н велики по сравнению с 1 /  (рС) на всех частотах .  Это условие 
выполняется , если рассматриваемый фильтр подключен к входу опе
рационного усилителя. 

Примеры соответствующих схем приводятся далее. 
Фильтрующие свойства усиливают соединением отдельных звен ьев 

(рис. 6.22, г) . Для этой схемы 

Эта функция является характеристикой фильтра нижних частот вто
рого порядка: 

F (ш) (6 . :-\8) 
-Г] С] Г2 С2 ш2 + j [(Г1 + (2) С] + Г2 С21 w + I 

Частотная характеристика IF (ro) 1 или 201 g IF (ш) 1 состоит из 
трех основных частей , и сопряжения  между ними : 
при ror1Cj � 1 ro � l (rIC1 ); ,р (ro) 1 � 1 ;  201 g  I F ( ro) 1 � О; 

при ro [ (Г1 + (2) С} + г2С2] > ro2r1C}f2C2 >  1 
1 . 

I F (ш) 1 =  и 20 19  I F (ш) 1 =  -20 1 9  k ,  ш;  
(О I (Г] + (2) С1 + Г2 С2 

при ы2ГIС1Г2С2 > ro [ (Г1 + (2) С1 + г2С2] > I 
I 

I F (ш) 1 =  и 20 1 9  I F (ш) 1 =  -20 19  k2 ш2 • 
ш2 Г1 С1 Г2 С2 
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Общий вид зависимости 20 1g I F  (ю) 1 приведен на рис .  6.22. д. 
В широком диапазоне частот рассматриваемая схема представляет со
{)ой фильтр ЮfЖНИХ частот, пропускающий с ненулевым затуханием 
частоты ю � l I(r1C1) , дающий возрастание затухания 20 пБ на дека
ду в полосе l /(rtCl) < ю < 1 /(г2С2) и 40 дБ на декаду на частотах 
ю > 1 I(г2С2) . 

Для облегчени я  вычисления переходных характеристик и система
тизации схем гС амплитудно-частотные характеристики принято идеа
.лизировать, заменяя их  асимптотическими, образованными из отрез
ков прямых (см . рис. 6.22, б, д) . 

Рассмотренные фильтры нижних частот (см . рис. 6.22, а и г) при
меняют в цепях питания  электронных устройств и в случаях достаточ
ного удаления  рабочих и нерабочих частот, которые должны быть от
фильтрованы друг от друга. Так , например , если подлежащая от
-фильтрованию частота в 1 00 раз больше рабочей, то фильтр (см. 
рис.  6.22, а} с затуханием 20 дБ на декаду ослабит ее на 40 дБ, т. е. 
уменьшит амплитуду мешающего колебания в 1 00 раз. Эти же схемы в 
цепях систем автоматического регулирования применяют как коррек
тирующие устройства , дающие запаздывание по фазе. 

Фильтры верхних частот rC (корректирующие устрой ства с опере
жением по фазе). Рассмотрим схему, приведенную на рис. 6.23, а .  Для 
нее prC Рн F (р) = ---''--- - -....:....:.:-- . Рн =rCp . l + prC I +p" (6 . 39) 

Это характеристика фильтра верхних частот первого порядка . Его 
функция передачи при РН -+- 00 равна единице и имеет нуль при Р н  -= 
= О. 

Частотная характеристика ФВЧ 

F (00) joorC 
1 +  joorC 

oorC I - j6 8 = aгctg -- . 
- Vi + 002 r2 С2 е • oorC (6 . 40) 

Кривая IF ( 00) I имеет два характерных участка: 
на частотах ю > l /(rC) IF (ю) 1 � 1 ;  20lg IF (ю) 1  � О; 
на частотах ю < I 1(rC) IF (ю) I � югС; 20 lg IF (ю) I � 20 lgkю. 
Идеализированная (асимптотическая) логарифмическая амплитуд-

но-частотная характеристика приведена на Pti.c . 6 .23, б. 
В широком диапазоне частот схема представляет собой Ф В Ч ,  

пропускающий токи с частотами ю >  l I(гС) . На частотах ю < l /(rC) 
функция F (Р) = kp. Таким образом, схема является дифференцирую
щей. 

Функция передачи с большей крутизной нарастания затухания 
(рис . 6.23. в) имеет вид: 

(6 . 4 1  ) 
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Т а б л и ц а 6 . 1  

ФУИКЦИЯ передачи фильтра 
Фильтр 

I первого I)орядка второго порядка 

ФНЧ 
1 1 

1 + Рн l + al PH + a2 P� 

ФВЧ Р" Hp� 
1 + Рн l + al PH + a2 P� 

I 
ПФ Нет НРн 

I 1 + аl Рн + 02 P� 

Это характеристика фильтра верхних частот второго порядка .  Его 
частотная характеристика 

- Г1 С! Г2 С2 ы2 
F (ы) = (6 .42) 

- г] С] Г2 С2 w2 + i  [ (г] + (2) С1 + Г2 С2] ы+ 1 
Идеализированная характеристикя. 20 l'g IF (ro) ! этого фильтра 

приведена на рис. 6 .23, г. 
ПОЛОСО80Й ФИЛЬТР гС. На рис .  6 . 23, д приведена схема простейшего 

полосового фильтра ТС . ДЛЯ него 

F (p) �� Г2 С2 Р
. 

Нр" 
(6 .43) 

Г1 С1 Г2 С2 р2 + [г] (С1 + С2) + Г2 С2] Р+ 1 l + а1 р,, + а2 Р; 

Это характеристика фильтра второго порядка. Его функция пере
дачи ПФ имеет нуль при р" = о и р" -+ 00 .  

Вид функции передачи для рассмотренных фильтров (см. рис. 6 .22 
и 6 .23) сведен в табл. 6 . 1 .  

Как видно из таблицы, функции передачи фильтров первого поряд
ка определяются одним параметром РН'  обусловливающим частоту среза 
фильтра.  Функции передачи второго и более высокого порядка содержат 
ряд параметров а1, а2, Н ,  численные значени я  которых могут вли ять на 
характер зависимости F (Р) и должны поэтому соответСТ8УЮЩИМ обра
зом быть выбраны . 

Мостовые цеl1И гС. В разнообразных устройствах преобразования 
сигналов и ,  в частности, при построении активных тС фильтров находят 
широкое применение мостовые цепи тС. Для мостовых схем характерно 
наличие двух путей передачи энергии, что открывает возможность из
менения сигналов, передаваемых по ним. Использованием реактивных 
элементов двух видов L и С можно получать токи , сдвинутые друг от
носительно друга на 1 80°, и таким образом полное прекращение пере
дачи .  Применением реактивных элементов одного вида м()жно только 
частично ослабить сигналы на выходе. Эти явления похожи на явле
ния в резонансных цепях ,  поэтому мостовые цепи тС иногда называют 
резонансными. 
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r, 
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Рис. 6.24 

На рис. 6 .24 приведено несколько таких схем. Каждая из них пред
ставляет собой параллельное соединение ФНЧ и ФВЧ в разных вариан
тах .  Схема рис. 6.24, а представляет собой параллельное соединение 
полных четырехполюсников, схема рис. 6.24, б - одного полного, 
схема рис. 6.24, в -- неполного. Способы определения  параметров 
таких соединений рассматривались в главе 2. По отношению к схеме. 
приведенной на рис. 6.24, а, они сводятся к нахождению сопротивле
ний холостого хода для схем Т, вычислению по ним проводимостей 
короткого замыкания и суммированию последних. Определение пара
метров рассматриваемых схем (см. рис. 6.24, а и б) в общем виде вы
полнено там в виде примера.  Цепи , приведенные на рис. 6.24, удобно 
характеризовать проводимостью передачи Уа = У 21 или коэфf>ици
ентом передачи по напряжению. 

В виде. удобном для определения элементов схемы по заданной 
резонансной частоте. соответствующие характеристики для схем 
6.24 , а и б приведены в табл . 6.2.  

П ростейшие фильтрующие цепи LC. В качестве простейших фильт
рующих цепей LC обычно используют реактивные двухполюсники -
резонансные контуры. Фильтрующи� свойства резонансных контуров 
характеризуют отношением напряжений или токов на заданной часто
те к напряжению или току в контуре при резонансе. Фильтрующие 
свойства цепи удобно также характеризовать функцией передачи F (р) 
или затуханием, рассматривая цепь как четырехполюсник. 

Функции передачи цепей (рис. 6.25, а и б) : 

I I 
PaU �� 1 + (Z, /R) ; Fб/ ' 1 j- (RIZ2) ' 

Затухание передачи рассматриваемых цепей характеризуется выра
жениями. которые при активной нагрузке принимают вид: 

а = - In 1 +  - . 1 I ZI I а 2 R .' 
(6 . 44) 

I R . 
аб С� 2 1п 

1 + z; l '  (6 . 45) 

Любой эффект действия цепи (см. рис. 6.25, а) можно получить и по 
схеме (см. рис. 6.25, 6) , если взять: Z2 = R2/Z1; Z1Z2 = R2, 
так как в этом случае 
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Т а б л и ц а 6. 2 

Схема У" Значения парамеТРО8 

- kp 
k = G  G = k G с' 

Уа = k 1)o-.r.! IJ-- р + а G 
а = -- С = -

о G С а 

&1 С: 
k О! 02 2)<ч. lГ"""Н' С - k  

IC 
Y12 = 

р -+- а 0\ + 02 
о а =  

С 00 

С, С1 k =  
С1 С2 з)�: а-о C1 + C2 _kp2 

r; У\2 = 
р -/-- а G 

а �� 
C1 + C2 

l' 0\ = 2  ,5-а 

').Q 1 
- (рЧ- цр + 1 ) а2 = 

1 
У12 = а--

р + а 01 

Q rCJ Q 
CJ = I  

СЗ = а) а2 
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-
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Если ZI - сопротивление контура резонанса напряжений, настро
енного на частоту (1)1 , то в нагрузку пропускается преимущественно 
ток с угловой частотой (1)1 и в этом случае а =0. Токи с остальными час
тотами проходят с затуханием, определяемым формулой (6.44) . Если 
необходимо задержать ток с какой-либо одной угловой частотой (1)2, то 
сопротивление ZI должно быть сопротивлением контура резонанса то
ков. 

Очень часто приходится сталкиваться с необходимостью построения 
цепи, которая пропускала бы ток с одной угловой частотой (1)1 и задер
живала токи с другими угловыми частотами - 00 2 '  (1) з ,  . . . Очевидно, 
этого можно достичь, взяв в схеме, приведенной на рис. 6.25, а, мно
гоэлементный двухполюсник, который имел бы на частоте (1)1 резо
нанс напряжений,  а на частотах (1) 2 '  ОО з ,  . . . - резонансы токов. 

Одним из примеров подобной задачи является отфильтрование гар
моник и основной частоты сигнала в выходных цепях радиопередат
чиков включением в анодную цепь выходного каскада трехэлемент
ного контура. Другим примером может служить фильтр , устанавли
ваемый на тяговых подстанциях, питающих участки железных дорог, 
электрифицированных на постоянном токе. Этот фильтр (см. рис. 6.25) 
должен отсеивать гармонические составляющие выпрямленного тока, 
значительно влияющие на цепи связи . Этот филЬТр имеет ряд парал
лельных ветвей , настроенных на резонанс напряжений на частотах 
300 , 400, 600, 900 и 1200 Гц и др . 

Во всех случаях выбор схемы и определение элементов, образующих 
двухполюсник, включаемый по схемам , приведенным на рис. 6. 25, про
водят исходя из заданных резонансных частот в соответствии с изло
женными выше правилами построения двухполюсников по частотной 
зависимости сопротивления .  

Наличие потерь в элементах снижает фильтрующие свойства двух
полюсников, поскольку при резонансах напряжений сопротивление 
не равно нулю, а при резонансах токов небезгранично велико. Кроме 
того, такие схемы плохо согласуются с нагрузками . Вследствие этого 
в ряде случаев, когда необходимо значительное ослабление нежелатель
ных гармонических составляющих сигналов или подавление колеба
ний в полосе частот и согласование цепей по сопротивлению, в качест
ве фильтров применяют более сложные четырехполюсные схемы, рас
сматриваемые далее. 

11) R Z, 

f:f--<4 �>--{= 
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Простейший фильтр нижних частот можно получить, если в ка
честве Zl в схеме, приведенной на рис. 6.25, а, взять индуктивность 
(рис. 6.25, в). 

Эту схему удобно характеризовать функцией передачи: 
и2 1 1 L 

F (p) = и] = 1 + (L/R) p l + ри ' Ри = /i Р'  (б.4б) 

Это функция передачи ФНЧ первого порядка . Как видно, свойст
ва его сходны со свойствами простейшего гС фильтра нижних частот 
(см. рис. 6.22, а) . 

Фильтр нижних частот с лучшими свойствами можно получить, 
увеличивая число элементов в схеме (рис. 6.25, г и д) . 

Для схемы (см . рис. 6.25, г) 
1 

F (p) = 1 + (L/R) p + LCp2 + l + аl ри + р�2 ' 
где ри = jQ = j (w/wо) , юо = I /V/_C .  

Для схемы (см . рис. 6.25, д) 

F (р) = ------....-:..------- _ 

1 +  ( �! + .  �2 ) P + L1 Cp2 + Lt С �2 р3 

w 
где Ри == jQ = - ;] юо юо 

I 
I + а1 Ри + а2 P� + аз P� 
1 

(б . 47) 

(б . 48) 

Фильтры на отрезках линий. Фильтр , образованный соединением 
катушек индуктивности и конденсаторов, удобно использовать в от
носительно низком диапазоне частот (до сотен герц) . На более высоких 
частотах в технике евч вместо катушек индуктивности и конденсато
ров применяют отрезки линий с замкнутыми или разомкнутыми вы
ходными зажимами . Как указывалось в § 3 .3 ,  при рассмотрении линий 
с малыми потерями такие отрезки линий ведут себя как реактивные 
сопротивления.  

Например , ФНЧ второго порядка (рис. 6 .26 ,  а) можно выполнить 
по схеме, приведенной на рис. 6 .26, б. Зависимость от частоты входных 
сопротивлений линий ,  заменяющих катушку и конденсатор , показана 
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на рис. 3. 12 .  В ограниченном диапазоне частот до (1)1 схема ведет 
себя как ФНЧ (см. рис. 6.26,  в), при дальнейшем расширении диапа
зона частот вследствие периодичности ZНЗ « (1) и Zxx «(1) наблюдается и 
периодическая смена свойств фильтра, что иллюстрируется рис. 6.26, г. 

6.7. АКТИВНЫЕ ФИЛЬТРЫ ,С 

Электрические цепи с активными необратимыми элементами наха
дят последнее время все большее применение. Используя их, оказы
вается возможным, с одной стороны. получать цепи с более разнообраз
ными,  чем с пассивными элементами, характеристиками и ,  с другой, 
составлять схемы без катушек индуктивности . Последнее позволяет 
уменьшать массу и габаритные размеры устройств. особенно возра
стающие в области малых частот. 

Имеется несколько возможностей построения активных гС цепей 
в зависимости от вида испо.'!ьзуемыx необратимых элементов, в каче
стве которых могут быть применены зависимые источники , усилители, 
преобразователи отрицательных сопротивлений. гираторы и раз
нообразные ЧЗОС. 

гС фильтры с развязывающими усилителями. Было отмечено, что 
простейшие фильтры гС должны работать в режиме холостого хода на 
выходе или в близком к нему режиме. Поэтому на выходе фильтра гС 
(см . рис . 6 .22 и 6.23) включают усилитель с большим входным сопро-
1'ивлением. 

Если фильтрующие свойства простейших схем оказываются недо
статочными,  можно цепочечно соединять несколько одинаковых фильт
ров с усилителями на выходах. Функция передачи такого соединения 

F =� Fn kn , 1 
где F) - функция передачи простейшего пассивного фильтра : 

k - коэффициент усилени я  усилител я ;  
n - число входящих в цепочку звеньев. 

Такой способ построения фильтров с заданной характеристикой 
называют р а з  в я з а н н о й  р е а л и з а  Ц и е й, поскольку уси
лите.'!И препятствуют воздействию последующих звеньев фчльтра на 
предыдущие. Недостатком его является большая зависимость функции 
передачи от коэффициента усиления k и отсюда высокие требования к 
его стабильности . Практически в качестве развязывающих применяют 
операционные усилители (рис . 6 .27, а и 6). 

гС фильтры на операционных усилителях с частотно-зависимой о().. 
ратной связью. Другим способом получения активного гС фильтра яв
ляется использование схем с обратной связью (рис. 6.28, а) . 

Как известно, функция передачи соединения с обратной связью k = 

= k1/(1 ± k1k2) . Здесь k1 представляет собой коэффициент усиления 
усилителя, а k2 - функцию передачи цепи обратной связи . При k1k2 � 
� 1 k2 = 1 /k2 = 1 /F2 (р) .  

ФНЧ первого порядка такого вида приведен на рис. 6.27, в. Функ-
цию передачи этого фильтра определяют из условия F = и/(;1 = 

= -Z2/R 1 ,  где Z2 = 1 / [ ( l /R2) + pCI . 
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в более сложных случаях при рассмотрении  фильтров с обратной 
связью приходится цепь обратной связи считать четырехполюсником. 
Четырехполюсник обратной связи с одной стороны подключен к вхо
ду усилителя с боль�им сопротивление�. Его режим со стороны входа 
определяется током /1 и напр яжением и1, которое при большом уси
лении пренебрежимо мало по сравнению с (;2' С другой стороны четы
рехполюсник обратной связи подключен к выходу усилителя с малым 
выходным сопротивлением. Его режим со стороны выхода определяется 
напряжением (;2' Имея это в виду, для четырехполюсника обратной 
связи получим: 

Таким образом, цепь обратной связи (см. рис. 6.28, а) удобно харак
теризовать функцией передачи F 2 (р) = у 12' Если в качестве цепи об
ратной связи выбрать двойную Т -образную схему, рассмотренную ра
нее, то получается активный полосовой фильтр rC. Его широко при
меняют в устройствах телемеханики для отфильтровывания низких 
частот (герцы и десятки герц), когда использование катушек индуктив
ности затруднительно из-за их больших габаритных размеров на дан
ных частотах .  

Более разнообразные возможности открываются при использо
вании усилителя в соединении с двумя пассивными четырехполюсника-

В) 
С,. �u,  и Н  1 u" 1 1 

С] C� 

г) и) 
с, С? 

[Тс <>-j 
+ Piz 4' 

1 1 
Рис. 6.28 
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ми (рис. 6.28 6) . Найдем функцию передачи F = U2 1И1 цепи. По 
схеме видно, что i1 = -i2; i� = YI 2U1 + У22и-; i1 = УllИ- + У12И2 •  
Кроме того, 

Отсюда 

и 

При 

. 1 .  
u- = --- uz. 

k 

У ' 
u
' , и2 й2 . 2 1  l - Y2Z - = Yll -- У12 U2 k k 

Приемы синтеза 
§ 2.23. 

k ---+ oo F = U2/U1 = - У � l iУ21 ' 
функций передачи такого вида рассмотрены в 

Если необходимо создать цепь с функцией передачи F = М (р)/ N (р) , 

то следует взять У2 1  = -М (p)/L (р) и УН = N (p)/L (р) . 
В табл . 6 .2  приведены функции передачи УН нескольких простых 

гС цепей , из которых можно подбирать элементы схемы, приведенной 
на рис. 6.28, б, для построения фильтров нижних, веРХЮJХ частот и 
полосовых .  

Фильтр нижних частот можно получить, если в качестве У2 1 взять 
вари ант 2 ,  в качестве У 12 - вариант 4 (см. табл . 6.2) .  

Тогда , пренебрегая знаком, получим: 
Y� , -k р + а  k 

F (р) = -- = -- ---'---'--- __ ----
У12 р + а  _(р2 + ар +  1 )  р2 + ар +  1 

Это характеристика фильтра нижних частот второго порядка. 
Схема его приведена на рис. 6.28, в. 

Для получения фильтра верхних частот следует для реализации 
У2 1  использовать вариант 3, а для Уа - вариант 4 (см .  табл. 6.2) . 
Тогда 

У ' 
F (р) = 2 1  

Уа 
-kp· р + а  

(р + а) - (р2+ ар +  1 ) 
� 

Схема этого фильтра приведена на рис. 6.28 , г. 

kp2 

Полосовой пропускающий фильтр (рис. 6.28, д) имеет следующую 
функцию передачи: 

Y � 1  - kp р + а  kp 
F (р) = � = --'- ---'--'---

У12 р + а  _ (р2 + ар+ 1 )  р2 + ар +  1 
Фильтры на  операционных усилителях с м ногопетлевой обратной 

связью. Фильтры, выполняемые по схеме, приведенной на рис. 6.28, б, 
имеют одну петлю обратной связи . Другим практически применяемым 
способом реализации схемы фильтра гС является использование мно
гопетлевой (обычно двух петлевой) обратной связи . Такие фильтры 
малочувствительны к изменению параметров его элементов. 
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Рис. 6.29 

Схема фильтра с двухпетлевой обратной связью в общем виде при
ведена на рис.  6.29 а .  Квадратом здесь изображена пассивная цепь 
гС с тремя внешними узлами , характеризуемыми матрицей проводи
мостей короткого замыкания . Узлы находятся под напряжениями (;1 - 

(; 3' В них входят токи 11 - 1 :i . Связи между токами и напря
жениями определяются системой из трех уравнений узловых напря
жений .  Выпишем последнее из них: 

I� = VЗ! U1 -j- VЗ2 U2 -I- Узз 1iз· 
Вследствие БОJIЬШОГО входного сопротивлени� усилителя с усиле

нием k ,  обозначенного на схеме треугольником, 1 з = О. В то же время 
ИЗ  = U2/k. Таким образом, у :llи1 + У :J2И2 + ( У з зИ2/k) ос.". О и 

(6 . 49) 

Пассивную часть фильтра второго порядка - цепь гС с тремя уз
лами-можно представить схемой (рис. 6.29, б) . Найдем для нее необ
ходимые при определении функции передачи фильтра F проводимости : 
У 31 = У1 з; УЗ2 = У2 з И У а3 '  

Определим предварительно проводимость Ун, для чего закоротим 
узлы 2 и 3 .  Схема изменится (рис .  6 .29, 8): 

У! (V2 + Vз + Vь) 
V 1 1  = _..:....:......::....-'---"--;;;.:.... 

V1 + Vз + Vз + V. 

Если для краткости обозначить У1 + У2 + У 3 + У5 = D ,  то 

Vl l = V1 (D-Vl) / D =Уl - (V� !D) . 
Вычислим У 31 = У 1 з ,  для чего определим ток 1з при действии в 

. . . . V (D - V ) узле 1 напряжения и1 • Ток в узле 1 11 = и1У11 = и1 1 
D 

1 

В точке а он разветвляется на части, пропорциональные проводимо-
. _ . . У! Vз стям ветвей . Следовательно ,  1з  - -11Y з/D - У1 = -и1 D 

Проводимость 

2 4!) 



Аналогично при закорачивании узлов 1 и 2 найдем: 

V2З = vзl = -- у4- (У2 Уз)/D; Vзз = Vз + V 4 - (V� !D) . 

Используя полученные выражения , для У;н ,Уз2, И Уаз  получим 

У3I У\ Уз 
- ���������� 

Узз V2 УЗ + V4 (УI + У2 + V 4 + У.) 

(6 . 50) 
Схема фильтра нижних частот с двух петлевой обратной связью, 

содержащая усилитель с бесконечным усилением, приведена на 
рис. 6.29, г. Такие фильтры применены в �ппаратуре диспетчерской 
централизации типа «Луч». Из сравнеНИ1i схем , приведенных на 
рис. 6.29 , 6 и г, видно, что У1 = О1; У2 = О2; У а = G ;j; У." = рС4; У5 = рС5; 

н 
(6 . 5 1 )  

Схемы фильтров верхних частот и полосового приведены соответ
ственно на рис . 6 . 30,  а и б. Выражения Д,Т] Я функций передачи этих 
схем можно получить , подставля я  в формулу (6.50) их значения У; .  
а также найти в справочной литературе. 

Фильтры,  содержащие частотно-зависимые отрицательные сопро
тивления. Широкие и разнообразные возможности для построения 
фильтров с использованием интегральной технологии открывают час
тотно-зависимые отрицательные сопротивления (ЧЗОС) , рассмотрен
ные в § 2 . 1 5. Для реализации ЧЗОС (один из возможных способов) 
следует в схеме, приведенной на рис. 2 .44,  г, принять Zl (р) = Zs (р) == 

= 1 I(рС) Z2 (р) = Zз (р) = Z4 (р) = R.  В этом случае 

lBX 
- 1  

_ ---- _ . У = [)р2. D =RC2 . 
р2 RC2 ю2 RC2 ' ВХ • 

у полученного элемента нет аналога среди обратимых пассивных 
элементов. На вещественных частотах он имеет отрицательное актив
ное сопротивление и таким образом сам по себе неустоЙчив. 

а) 5) 

<>--1 с, с, 

и, И; и, иг 

РИ<:. 6.30 
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Рис. 6.31 
1.0 

Для применения ЧЗОС при синтезе фильтров следует сначала 
к исходной схеме RLC применить так называемое RLC -+ CRD
преобразование. Оно заключается в замене сопротивления ZRLC = 

I r 1 = r + pL + -с сопротивлением ZCRD = - + L + --Т-с ' Таким обра-р Р '  Р 
зом , резистор r заменяется конденсатором емкостью 1 Iг; индуктивность 
L - резистором сопротивлением L и емкость с элементом ЧЗОС - со
противлением Dp2, где D = С. 

Параметры ЧЗОС не зависят от усиления входящих в его схему 
усилителей (см . § 2 . 1 5) .  Рассмотр им, например , схему ФНЧ второго 
порядка (рис. 6 .31 , а) . Найдем для нее функцию передачи F = 

= Е/и2 при холостом ходе на выходе. Здесь 

Е 1 = --
----

I 
Г т Р/_ + рС 

. 1 .  I и2 = -- / ;  f - ------

рС RLC - rCp + LCp2 + I 

Осуществим RLC -+ СRD-преобразование. Получим схему 
(рис. 6 .31 , б) . Вставшее на место конденсатора ЧЗОС изображено 
четырьмя горизонтальными черточками. Функция передачи для пре
образованной схемы при холостом ходе: 

Е 
r I 

- + L +  с 2 р -р 
отсюда FCRD = I 1(rCp + LCp2 + 1 ) .  

-- / , Ср2 

Как видно, RLC -+ СRD-преобразование не меняет передаточной 
функции цепи и ,  таким образом, схемы (см . рис .  6.3 1 , а и 6) эквива
лентны . Следовательно, порядок построения фильтра с ЧЗОС состоит 
в основном в следующем: 

синтезируется фильтр rLC с необходимыми свойствами , такой 
фильтр называют фильтром-прототипом ; 

осуще ствляется RLC -+ СRD-преобразование заменой r (Ом) -+ 
1 

-+ С = r (Ф) ; L (Гн) -+ r = L (Ом) ; С (Ф) -+ D (фарад в секунду) ; 
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ау + 5} н'+ 
Сl. 

Ь . RJ 

О, 
D119'НЧ и1 Н5 Н! 

ао UиЧ 

Рис. 6.32 

последовательно включенные конденсаторы шунтируют большими 
сопротивлениями, не оказывающими существенного влияния на харак
теристики цепи ,  но обеспечиваЮЩИМJ{ путь п остоянному току. 

На рис. 6 . 3 1 , 8 приведена более сложная схема ФНЧ, содержащая 
элементы г, L ,  С, на рис. 6 .3 1 , г - преобразованная схема , а на 
рис . 6 .3 1 , д -- ее реализация с использованием операционных уси
лителей. Использование ЧЗОС - быстро развивающееся перспектив
ное направление фильтростроения. 

Настраиваемые фильтры на интеграторах. В главе 2 (см . § 2. 24) были 
рассмотрены способы построения схем с передаточными функциями, 
заданными рациональными дробями. Функция второго порядка 

ЬО + Ь1 Р + Ь2 р2 
F (р) == -"-'--'-.:........:...--=....:-

ао + а1 р + а2 р2 (6 .52) 

может быть реализована содержащими интеграторы каноническими 
схемами (рис. 6 .32) . Во всех случаях ао = 1 .  При Ь1 = Ь2 = О Ь() = Н 
функция (6. 52) представляет собой функцию передачи ФНЧ . Если 
ЬО = Ь1 = О, Ь2 = Н, то получается ФВЧ, а если Ь() = Ь2 = О, Ь1 = 
�C Н, то - ПФ. 

Таким образом , открывается возможность построения настраивае
мых фильтров.Пример структурной схемы такого фильтра смотри на 
рис. 6 .32, а .  Она может быть реализована различными способами . 
Пример реализации дан на рис. 6 . 32, 6. 

6.8. ВИДЫ АППРОКСИМАЦИИ, ПРИМЕНЯЕМЫЕ ПРИ СИНТЕЗЕ 
ФИЛЬТРУЮЩИХ ЦЕПЕЙ 

Задачи реализации и аппроксимации. Проведенный в предшествую
щих параграфах обзор фильтрующих цепей и их характеристик позво· 
ляет сделать вывод о том, что определенную зависимость функции 
передачи цепи от частоты (параметра р) можно получить разными спо
собаМfI . Эти способы зависят от элементов, используемых для построе
ния фильтра (гС, LC, отрезки линий, усилители) , и их соединений 
между собой. 

Построение цепи по заданной реализуемой функции передачи F (р) 
(см . табл. 6. 1 )  называют р е а л и з а  Ц и е й .  Реализации должен 
предшествовать выбор соответствующей реализуемой функции ,  пред
ставляющей собой рациональную дробь с необходимыми свойствами. 
Определен ие вида функции передачи реальной электрической цепи с 
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достаточной степенью точности, приближающейся к желаемой , назы
вают а п п р о  к с и м а Ц и е й .  

Рассмотрим решение задачи аппроксимации на примере ФНЧ. 
Виды аппроксимации. Из табл . 6 . 1 и выражений (6 .34) , (6 .37) и 

(6 .40) следует, что функция передачи Ф НЧ в общеJ\1 случае может быть 
представлена в виде 

(б. 53} 

Чем выше порядок фильтра n, тем больше элементов в его схеме и 
более резко осуществляется переход от полосы пропускания к полосе 
задерживания . Однако ни одна реальная схема, содержащая конечное 
число элементов, не может дать желательной характеристики 
(рис. 6 .33,  а) . И таким образом, встает задача приближения указанной 
зависимости к функции вида (6 .53) - задача аппроксимации .  Способы 
приближения функции составляют особый раздел математики. По
следняя располагает значительным числом решений задач подобного 
типа . 

При расчете фильтров в зависимости от конкретных требований, 
предъявляемых к нему со стороны системы, элементом которой он яв
ляется , применяют несколько видов приближения функции передачи 
фильтра к идеальной . Эти виды аппроксимации показаны на рис. 6 .33,6 
(максимально плоская) , рис. 6 .33, в (равноволновая), рис. 6 . 33. г 
(обратная чебышевская) , рис. 6 .33, д (эллиптическая) . 

Максимально плоская аппроксимация (Баттерворта). Передаточ
ная функция фильтра является комплексной и характеризуется моду
лем и фазой . Свойства частотных фильтров пропускать или задерживать. 
колебания различными частотами определяются модулем функции 
передачи . При использовании максимально плоской аппроксимации 
модуль функции передачи фильтра аппроксимируется монотонной кри
вой в полосах пропускания и задержйвания . 

Для определения модуля функции передачи фильтра следует ис
ключить из рассмотрения фазочастотную характеристику . Это можно 
осуществить, перейдя в формуле (6. 53) к квадрату модуля функции 
передачи и учитывая ,  что Р н  = jQ: 

I / F (Щ Р =F (jQ) F ( - jЩ =с ' k  n2n (6 . 54} l + k2 Q2 + k4 �14 + . . . Т 2 " .' 

Из выражения (6 .54) следует, что при Q < 1 младшие степени вно
сят большой вклад в его знаменатель, и, следовательно, приводят к 
существенному уменьшению коэффициента передачи фильтра .  Поэто-

а) !F(щl о) /fm)/ (j) /f(Sl)/ г) /F(Я)I О) /frml 
1 1 1 1 1 

i\ 1\ ... 

о sl о 
'\/"\./ 

1 1 Я О 1 Я О 1 Я О 1 s/ 

Рис. 6.33 
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му, для того чтобы функция передачи была максимально плоской на 
частотах ,  меньших частоты среза, необходима зависимость функции 
,р (Q) 1 только от старшей степени Q. Учитывая это, можно написать: 

I 1 F (Q) 12 -� (6 . 55) 1 + k211 Q211 

ДЛЯ того чтобы на частоте среза (Q = 1 )  квадрат модуля функции 
передачи фильтра ,р (Щ 12 = 1 /2 .  следует выбрать k2n = 1 .  

Таким образом, модуль функции передачи фильтра. имеющего свой
ство максимальной гладкости. 

1 F (Q) I = l /У 1 + Q2n .  (6 .56) 

Определяемая выражением (6.56) функция называется функцией 
Баттерворта , а фильтры с функцией передачи, построенной на ее ос
нове - фильтрами Баттерворта. 

Нахождение коэффициентов функцич передачи вида (6. 55) . модуль 
которой удовлетворяет выражению (6.56) . приводит к многочленам, 
называемым м н о г о ч л е н а м и Б а т т е р в о р т а . Проиллю
стрируем решение этой задачи на примере фильтра второго порядка. 

Для определения комплексного коэффициента передачи фильтра 
следует в выражение (6.37) подставить значение Ри = jQ . а затем пе
рейти к квадрату модуля ,  умножив его на F (-jQ) . Приравняв далее 
полученное выражение к равенству (6.55) , можно получить значения 
коэффициентов многочлена знаменателя: 

Отсюда 

1 1 F (Рн) = 1 +' а Р _1 а р2 ; F (jQ) = ------Q-:-2- · I н r 2 н 1 + аl jQ -а2 

1 F (Q) 12 =F ищ F ( - jQ) - ---------
1 + ai ��2_ 2(12 ��2 + (I� Q4 

Сравнивая полученное выражение с (6.55) , видим, что а2 = 1 ,  а 
a� Q2 _ 2Q2 = О и ,  следовательно, а1 = V2 = 1 , 4 1 4 .  Таким образом. 
комплексный коэффициент передачи фильтра Баттерворта второго по
рядка имеет вид: 

(6 . 57) 

Многочлены знаменателя и соответствующие им коэффициенты 
фильтров первого -Чf'твертого порядков приведены в табл. 6.3. 

Равноволновая аппроксимация (Чебышева). Эту аппроксимацию 
осуществляют на основе использования полиномов Чебышева . Ап
проксимирующая функция в полосе пропускания фильтра имеет коле
бательный характер с равными отклонениями от заданной функции и 
монотонный - в области задерживания, что определяется свойствами 
полиномов Чебышева. Полиномы Чебышева имеют вид: 
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{COS (n arCCQS х) при 0 -< х < l ; }  
Т fI (Х) = . 

сЬ (n АгсЬ х) при х >  1 .  



Т а б л и ц а 6 .3 

0 1' , а. 1', а. Многочлен знаменателя 

1 ,000 l + рн 
1 , 4 14  1 ,000 1 + 1 , 41 4PH + p� 

2 ,000 2 ,000 1 ,000 1 + 2PH + 2p� + p� 

2 ,Ы3 3 , 4 1 4  2 ,6 13  1 ,000 1 + 2 ,6 13рн + 3  , 4 14p� + 
+2 ,6 13p� + p� 

Функция Т n (х) колеблется в пределах + 1 в интервале 'Х I < 1 
и монотонно возрастает при 'х l > 1 .  Приняв arccos х = ер, а х = cos ер 
и выразив cosnep через сумму членов, содержащих степени косинуса от 
cosep до cosnq" можно получить алгебраическую форму полиномов 
Чебышева: 

т n (х) � C  хN + C� хn-2 (х2 - 1 )  + C� хn-4 (х2 - 1 ) + . . .  

Вид полиномов Чебышева первых четырех порядков: 

T1 (x) = x; Т2 (х) с 0 2х2- 1 ;  Тз (х) �� 4х3 _3х; T4 (X) � 8x4 _8x2 + l o  

Полиномы Чебышева из всех многочленов степени n наименее ук
лоняются от нуля на отрезке -1 < х < 1 ,  что является важной их 
особенностью. Благодаря  этому они вносят наименьшую максимальную 
ошибку аппроксимации в данном интервале. 

Квадрат модуля функции передачи фильтра нижних частот, по
строенный на основе полиномов Чебышева, имеет вид: 

k 
/ F (Q) /2 " l + e2 T� (Q ) . (6 . 58) 

Фильтры с функцией передачи, определяемой выражением (6.58) , 
называют фильтрами Чебышева. Коэффициент k выбирается таким об
разом , чтобы при Q =с О выполнялось условие ,Р (Щ 12 = 1 .  Из этого 
следует, что для полиномов нечетных порядков k = 1 ,  а для полиномов 
четных порядков k c,-� 1 + е2. 

Функция передачи фильтра Чебышева достигает наибольшего зна
чения в тех точках полосы пропускания ,  где значения Тn (Q) = о. 
Эти точки распределены по полосе пропускания, что определяет коле
бательный характер функции передачи при Q < 1 .  Амплитуда коле-

баний характеризуется величиной е: I1Р (Q) = 1 -

V 
1 

2 .  1 ·+ е 
Число колебаний зависит от порядка полинома Т" . 
Изменяя величину в ,  можно изменять амплитуду колебаний функ

ции передачи в полосе пропускания . допустимая неравномерность 
затухания в полосе пропускания фильтра определяется выражением 
Ла 20 1g  

V 
1 -.оС 1 0  Ig 'V l + в2 и используется в качестве ха-

I - 1  е2 
рактеристики фильтра Чебышева . При в ,= 1 фильтр имеет наиболь-
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шую допустимую неравномерность затухания в полосе пропускани я  , 
равную 3 дБ . 

Таким образом, фильтры Чебышева характеризуются двумя пара
метрами - порядком и допустимой неравномерностью затухания в 
полосе пропускания .  Выражения для многочленов знаменателя комп
JIeKcHыx функций передачи фильтров Чебышева при различных зна
чениях неравномерности приводятся в справочниках . 

Обратная чебышевекая аппроксимация. Этот вид аппроксимации 
характеризуется монотонностью аппроксимирующей функции в поло
�e пропускания и колебательным характером в области задерживания .  
Квадрат модуля функции передачи при этом имеет вид: 

е2 T� ( 1 /0) 
[ F (Q) 1 2 = _______ ------

l + e2 T2 ( 1 /Q) . " 
(6 . 59) 

Функция передачи монотонна в полосе пропускания фильтра 
(т . е. при Q < 1 ) ,  если аргумент многочлена Т" (х) больше единицы. 
Последнее достигается заменой Q на l /Ql' где Ql = Ш/Ш1' (Ul - началь
ная частота области задерживания . 

Фильтры, МОДУЛЬ функции передачи которых определяется выра
жением (6.59) , называют о б р а т н ы м и (и н в е р с н ы м и ) фильт
рами Чебышева . Функция передачи таких фильтров колеблется в об-
ласти задерживания с амплитудой /).F = e/t/" l + е2 • Выражения для 
функций  передачи обратных фильтров Чебышева более сложные и 
приводятся в справочниках для различных значений hepabhomepHOCTI-\ 
затухания в области задерживания .  

Таким образом , использование полиномов Чебышева дает воз
можность получить равноволновое приближение аппроксимирующей 
функции к заданной в полосе пропускания или в области задержива
ния фильтра .  

Эллиптическая аппроксимация. Она позволяет добиться равно
волнового характера приближения аппроксимирующей функции к за
даиной в полосе пропускания и в области задерживания фильтра, для 
чего \:IСПОЛ ЬЗУЮТ эллиптические функции Якоби . 

Выражение функции передачи фильтра, построенного на основе 
эллиптической аппроксимации ,  аналогично выражению для обрат
ного чебышевского фильтра.  Определение коэффициентов многочленов 
числителя и знаменателя является очень сложной задачей . Коэффи
циенты для фильтров различных порядков для некоторых значений не
равномерности затухания в полосе пропускания и области задержива
ния приводятся в справочниках . 

Аппроксимация функций передачи фильтров верхних частот и по
лосовых также может быть осуществлена на основе использования 
указанных выше функций соответствующим частотным преобразова
нием . 

Разнообразие видов аппроксимаЦl-lИ естественно приводит к вопросу 
О том , какому из них отдать предпочтение. Выбор того или иного вид 
аппроксимирующей функции зависит от конкретных требований 
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предъявляемых к фильтру со стороны системы, элементом которой он 
является . Можно, однако, сделать несколько общих замечаний отно- . 
сительно различных видов аппроксимации.  У фильтров Батгерворта 
меньшая, чем у фильтров Чебышева или эллиптических фильтров то
го же порядка, крутизна нарастания затухания в области задержива
ния, однако они имеют максимально плоскую характеристику в поло
се пропускания . В тех случаях, когда можно допустить некоторую не
равномерность затухания в полосе пропускания за счет увеличения 
крутизны нарастания  затухания в переходной области , предпочтитель
ны фи.IlЬТРЫ Чебышева или же эллиптические, обладающие лучшими 
свойствами ,  чем чебышевские, однако более сложные в реализации .  
Если необходимо обеспечить значительную крутизну нарастания зату
хания в переходной области и плоскую характеристику в полосе про
пускания фИJlьтра ,  то используют обратные фильтры Чебышева . 

Помимо модуля функции передачи , важными характеристиками 
фильтра являются фазочастотная и переходная . Известно, что усло
вием отсутствия  фазочастотных нскажений является линейность фазо
частотной характеристики системы передачи . Фазочастотная характе
ристика фильтров, построенных на основе рассмотренных видов ап
проксимации ,  тем больше отклоняется от линейной , чем ближе модуль 
функции передачи их к идеальной . С этой точки зрения ,  чем выше поря
док фильтра, тем значительнее отличается его фазочастотная характе
ристика от линейной . С другой стороны, фильтры Чебышева имеют 
худшую фазочастотную характеристику. чем фильтры Батгерворта, 
при том же числе элементов, а эллиптические - худшую, чем фильтры 
Чебышева . 

Временная переходная характеристика фильтра представляет собой 
реакцию на единичное ступенчатое воздействие. Чем ближе модуль функции передачи к идеальной , тем больше время установления и коле
рательность процесса на выходе фильтра.  Фильтры Баттерворта имеют 
меньшее время установления и амплитуду колебаний переходной ха
хактеристики ,  чем фильтры Чебышева и эллиптические. С увеличением 
неравномерности затухания в полосе пропускани я  также возрастает 
время установления и колебательность процесса на выходе фильтра .  

6.9. КОРРЕКТОРЫ АМПЛИТУДНО-ЧАСТОТНЫХ 
ХАР АКТЕРИСТИК 

Корректорами амплитудно-частотных характеристик называют че
тырехполюсники,  включаемые в тракт передачи сигналов для устра
нения амплитудно-частотных искажений (см. рис. 6.5) . Эти четырехпо
люсники могут быть и неполными . В частности , плавное уменьшение 
затухания с увеличением частоты можно получить 'по схеме, приведен
ной на рис. 6.25, а, если подобрать двухполюсник так , чтобы его со
противление Zl «О) уменьшалось с повышением частоты в заданном диа-

зоне. 
В простейшем случае таким двухполюсником может быть конден

сатор . Увеличивая или уменьшая его емкость, можно регулировать 
крутизну кривой затухания. Лучшую кривую затухания можно полу-
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чить, применив достаточно сложный многоэлементный двухполюсник. 
Для выбора элементов двухполюсника следует задать ряд значений за
тухания на нескольких частотах 0>1 ' 0>2' . . .  , определив соответствую
щие значения Z1 (0)1) ' Zl (0)2) и т. д. 

Не исключено, что при попытках получить какую-либо зависи
мость Zl (О» для двухполюсника с конечным числом элементов выя
вится невозможность его реализаци . Признаком этого являются отри
цательные значения параметров двухполюсника . В подобных случаях 
необходимо увеличить число его элементов. 

Недостаток корректоров, выполненных в виде неполных четырех
полюсников, заключается в нарушении ими условия согласования на
грузки с системой передачи . Поэтому их применяют только в устрой
ствах связи, которые не соединены с линиями, преимущественно в 
усилителях. 

Если цепь используют для корректировки частотной зависимости 
затухания линий и включают на ее входе или выходе, то должно быть 
по возможности выполнено условие согласованности нагрузки . Волно
вое сопротивление линий с малыми потерями в области достаточно вы
соких Ч.1СТОТ почти активно и мало зависит от частоты . Поэтому коррек
торы строят по четырехполюсным схемам с активным характеристичес
ким сопротивлением. Таким сопротивлением обладают мостовые четы
рехполюсники , у которых в качестве Zl (О» и Z2 (О» применены взаимо
обратные двухполюсники, частотные зависимости сопротивления кото
рых удовлетворяют условию Zl (О» Z2 (О» = R2. По формуле (5 . 1 5) 
ZM = VZ1Z2 = R.  

Практически в последнее время корректоры амплитудно-частот
ных характеристик преимущественно строят по схеме, приведенной на 
рис. 5.4, а. 

Ее постоянная передача определяется выражениями (5. 20) : 

eg =. Zl: R , а =. In 1 I + �I 1 ,  еа = / 1  + �I 1 . 

Как видно, свойства указанной схемы определяются очень просты
ми выражениями . ИЗ них следует, что зависимость затухания от часто
ты целиком характеризуется частотной зарисимостью СОПРОТИВ.1Iения 
Zl (0)), так как Z2 (О» = R2/Z1 (0)) .  

Выбирая в качестве Z1 двухполюсники с разными частотными 
зависимостями сопротивления, можно получать различные частотные 
характеристики затухания. Например ,  если в качестве Zl взять кон
денсатор , э в качестве Z2 - катушку без потерь, то получим схему, 
затухание которой неограниченно велико при О> = О и уменьшается с 
ростом частоты. Применив в качестве Z1 катушку без потерь, а в ка
честве Z2 конденсатор , получим схему, затухание которой на нулевой 
частоте равно нулю и растет с увеличением частоты. 

Если желательно, чтобы затухание, оказываемое схемой постоян
ному току, не было неограниченно велико или равно нулю, то в схеме 
(см.  рис. 5.4, а) Z1 и Z2 должны содержать также активные сопротив
ления, подключенные к конденсатору параллельно, а к катушке по
следовательно. 
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СОПРОТИВJIения 
1 

Zl = '1 + jwL] и Z2 �· -----
( 1 / '2) + jwC2 

будут удовлетворять условию 
взаимной обратимости 71Z2 = R2, 
если их элементы подобраны так, 
что '1'2 = R2 = L1/C2• Действи
тельно, 

'1 + jwL1 _ '] + jwC2 R2 = ю . 
( 1 /'2) + jwC2 ('J /R2) + jwC2 

а 

R /{ 
LZ 

Рис. 6.34 

Два сопротивления :  одно, образованное последовательным, а дру
гое - параллельным соединением активного сопротивления с реак
тивным оказываются взаимно обратными и в том случае, если реак
тивные сопротивления  сколь угодно сложны, но удовлетворяют усло
вию '1'2 = Х1Х2 = R2• 

При подборе элементов схемы корректора мы сталкиваемся с зада
чей аппроксимации, решаемой совместно с задачей реализации .  

Для аппроксимации функции eg = 1 + (Zl/ R) следует задать зна
чения затухания на различных частотах и получить необходимое чис
ло уравнений для определения  всех элементов двухполюсника сопро
тивлением ZI ' Чем точнее должна быть реализована кривая затухания, 
тем более сложными должны быть взяты сопротивления Zl (ro) и 
Z2 (ro) .  Корректоры амплитудно-частотных характеристик строят так
же по  мостовой или скрещенной схеме. 

Сопротивления плеч моста ZlM и Z2M' эквивалентного схеме, при
веденной на рис. 5 .4 ,  с сопротивлениями ZI и Z2 определяют по соот-
ношениям: 

1 1 2 
-- =  - +  -' Z2M =R + 2Z2 . 
Z.M R Z. ' (6 . 60) 

Расчет корректора амплитудно-частотной характеристики. Рас
смотрим порядок расчета корректора на простом примере. Для опре
деленности предположим, что исходя из заданной кривой затухания в 
качестве Zl выбрано параллельное соединение активного сопротивле
ния и конденсатора (рис. 6.34, а) . Затухание такой схемы уменьшает
ся с частотой и конечно на частоте ro = О (рис. 6 .34, 6) .  В этом случае 

, I 1. ' ] 
T J -

Хl 

(6 . 6 1 )  

Затухание определяется из формулы (5.20) , заменя я  в ней Zl вы
ражением (6 .61 ) :  

( 1 +  t )+ jW'I Cl 

1 + jw,. С] (6 .62) 
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Дл я расчета требуемых значений элементов корректора следует, 
задавшись затуханиями на двух частотах.  определить '1 и C1 схемы . 
Подставляя заданные значения затухания и частоты в выражение 
(6 .62) , можно получить два уравнения , необходимые для вычисления 
'1 и C1 ·  Уравнение (6.62) определяет модуль комплексного числа, что 
затрудняет вычисления. 

Для решения задачи уравнение (6.62) перепишем в виде 

( 1 + � )2 + oo2 'i C� ( 1 + _�_1 У + _:_�_ 
е 2а = ---'-----''------- _ -'-----'---:---"--

1 + 002 ,21 С12 ,2 1 +  _1_ 
x� 

(6 . 63) 

Наибольшее затухание корректор оказывает токам с нулевой часто
той. Оно определяется соотношением 

где ао - затухание на частоте 00 = О .  
Затухание ао и сопротивление R следует считать заданными.  Со

противление '! определяется сразу: 

'I = R (eao- 1 ) .  (6 .65) 

Теперь в выражении (6.63) неизвестным остается только C1. Обо
. значим ,ТСТы2 = ,Т/хТ = k2ro2, тогда 

е 2ао + k2 002 
е 2а = . 

1 + k2 002 (6 . 66) 

Задаваясь теперь одним значением а1 на одной из частот рабочего 
диапазона.  например rol' найдем: 

(6 . 67) 

После определения k = 'IС1 элементы корректора рассчитывают по 
формулам: 

(6 . 68) 

Строят кривую затухания по формуле (6 .63) и сопоставляют ее с 
заданной. Если расхождения  между этими кривыми в рабочем диапа
зоне частот превышают допустимые по условиям задачи , то выполняют 
новый расчет для более сложной схемы . 

При проектировании корректоров имеются две возможности . Пер
вая - построить однозвенный корректор с достаточно сложными 
многоэлементными сопротивлениями ZI (ы) и Z2 (ro) , которые скоррек
тировали бы амплитудно-частотную характеристику (частотную зави
симость затухания) всего тракта передачи сигналов. Вторая - исполь
зовать несколько одинаковых звеньев невысокого порядка, каждый 
из которых корректирует часть тракта , и соединить их цепочечно. 
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Рис. 6.35 
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Рис. 6.36 

П р и  м е р .  Рассчитаем корректор амплитудно-частотной характер истики , 
предназначенный для устранения  искажений сигналов в диапазоне частот от 
300 до 3000 Гц в линии,  затухание которой зависит от частоты так ,  как это ука
зано ниже. 

Частота " Гц 
Затухание а/,  

о 300 800 
Нп О ,06б О , 20 0 ,34 
I ZB 1 = 400 Ом на всех частотах . 

2000 
0 , 6 

3000 
0 , 8  

Поскольку включение корректора неизбежно должно внести некоторое до
полнительное затухание токам с самой высокой частотой, примем это дополни
тельное затухание равным 0,025 Нп и будем рассчитывать корректор на зату
хание аl и акор = 0,825 Нп,  т. е. корректор на всех частотах должен дополнить 
затухание линии до 0,825 Нп. Это дает: . 

Частота " Гц 
Затухание кор
ректора а, Нп 

(рис. 6.35, кривая 1) .  

о 

0 ,76 

По формуле (6.65) найдем : 

300 

0 , 625 

800 

0 , 485 

2000 

0 ,225 

r1 = R  ( еа· - l ) = 400 (2 , 1 38 - I ) � 455 ,2 Ом . 

3000 

0 , 025 

Для определения С1 через k по формулам (6 .68) и (б.67) зададимся затуха
нием на одной из частот рабочего диапазона. Выберем в качестве '1 частоту 
2500 Гц, на этой частоте затухание (см. рис. 6.35, кривая 1) должно быть а1 = 

= 0 , 1 2  Н п ,  е2а, = 1 ,27 ; е2а• = 4 ,57 . 
Подставляя эти дан ные в формулу (6.67) , получим :  

�2a. _е
2а. 1 

l _е - 2а. - 6 ,28·?500 V/ 1 ,27 - 4 ,57 
1 - 1 ,27 

= 2 ,23 . 10 - 4 . 

ПОСТР&ИМ кривую затухания звена корректора по формуле (6.67) для чего 
k2oo2 представим в виде 

k2 002 = 2 ,232 . 6 ,282 f = 196 . 10 - 8f2 . 

Подставляя это значение k2oo2 в формулу (6.66) , на  разных частотах получим 
следующие значения затухания : 

Частота " Гц 
Затухание а ,  Нп 

о 
0 ,76 

300 
0 , 7  

800 
0 ,48 

1500 
0 ,28 

2000 
0 , 1 7 

3000 
0 ,08 
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По полученным данным строим зависимость затухания от частоты 
�CM. рис. 6 .35, кривая 2) .  На этом рисунке показаны расхождения между заданным 
(кривая 1) и полученным (кривая 2) затуханиями . Если эти расхождения прак
тически допустимы, на этом варианте расчета можно остановиться и определить 
элементы схемы по формулам (6.68) . При недопустимости указанных расхождений 
следует повторить расчет для дру гого варианта . Для уменьшени я  неточности 
корректировки можно сократить длину корректнруемого участка н увели чить чи
сло входящих в корректор звеньев или перейти к сложным схемам звеньев , на
пример , содержащим двухэлементные реактивные сопротивления (рис. 6.36, а). 

П'орядок расчета корректора с двухэлементн ыми реактивными со
противлениями. По формулам (6.6 1 )  и (6.62) можно рассчитать и бо
лее сложные схемы . Рассмотрим, например , схему корректора ,  частот
ная зависимость затухания которого приведена на рис. 6.36, 6 .  Эту 
схему следует использовать для корректировки затухания линии, если 
рабочие частоты лежат в полосе ниже <0 0 ' 

Сопротивление ,] рассматриваемой схемы рассчитывается по форму
ле (6 .6 1 ) через затухание на нулевой частоте. По уравнению (6 .62) по 
затуханиям аl и а2 определяются два значения k<o на частотах {l и 
12: 

Для рассматриваемой схемы 

г J 1 
k = -- 2 2 '  L <t) - <t) 1 Р 

Как видно, в этом случае k зависит от частоты. Эта зависимость 
-определяется соотношением 

k(fJ2 Ll - k(fJ� L1 = f1 . (6 . 69) 

Подставляя в эту формулу два значения k<o и две частоты , полу
чим систему из двух уравнений: 

(6 . 70) 

-с двумя неизвестным.. L1 и <o�L]. 
Решая систему уравнений (6.70) , определяем L1 и <o�Ll' а по НIIМ 

и остальные элементы схемы по формулам: 

(6 . 7 1 ) 

Применение корректоров, составленных из нескольких рассмот
ренных звеньев (см. рис. 6 .36) , позволяет решать многие практические 
задачи. 

Более подробные сведения о расчете корректоров выходят за рамки 
данной книги и могут быть найдены в специальной и справочной лите
ратуре. 
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6. 1 0. КОРРЕКТОРЫ ЧАСТОТНОй ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ГРУППОВОГО ВРЕМЕНИ ПРОХОЖДЕНИЯ 

Вследствие конечности фазовой скорости v изменение напряжения и 
тока на выходе линии nтстает во времени от их изм�нения на ее входе. 
Эго запаздыван ие характеризуется для каждой частотной составляю
щей сигнала фазовым сдвигом �l или фазовым временем прохождения 

(6 . 72} 

Если фазовая скорость v для различных частотных составляющих 
неодинакова , то сигнал при передаче по линии подвергается фазочас
тотным искажениям. В этом случае время прохождения характеризуют 
величиной 

trp пр = d� (ы) l/dw , (6 . 73) 

называемой г р у п п о в ы м в р е м е н е м п р о  х о ж Д е н и я .  
Значение группового времени прохождения на определенной частоте 
ffil - trp пр (ffil) характеризует время запаздывания огибающей груп
пы частотных составляющих сигнала, лежащих в узкой полосе частот 
вблизи (01 ' 

В цепях с сосредоточенными параметрами 

(гр пр = db (w) /dw . (6 . 74} 

Для устранения фазочастотных искажений в трактах связи вклю
чают корректоры группового времени прохождения .  Фазовые харак
теристики используемых в качестве корректоров четырехполlOСНИКОВ 
подбирают так, чтобы время прохождения в откорректированном трак
те с включенным корректором trp пр = 'г р пр JI + trp п р  к не зависело 
от частоты, или, что то же, чтобы 

(6 .75) 
Здесь trp пр л - время прохождения сигнала по линии или корректируемой 

системе передачи ; 
trp пр к - время прохождени я  сигналов корректора ; 

Ь (ы) - фазовая хара ктеристика откорректированного тракта; 
ЬК (ы) - фазовая характеристика корректора. 

В качестве элементов корректоров группового времени прохожде
ния применv.ют четырех полюсные схемы, пропускающие все частоты 
с малым затуханием и не оказывающие существенного влияния на ха
рактеристику затухания тракта. Эгому условию удовлетворяют мосто
вые пассивные цепи и специально подобранные активные гС цепи . 

Мостовая схема пропускает все частоты, если входящие в схему со
противления ZI и Z2 - взаимообратные реактивные двухполюсники .  
Для мостовой схемы с взаимообратными сопротивлени ями характери
стическое сопротивление и постоянная передача определяются выра
жениями: 

g Zl ZM = R; th - =  - '  2 R ' (6 . 76) 
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В) tnр,гри f 

Рис. 6.37 

Независимость ZM от частоты позволяет хорошо согласовать эти 
схемы с нагрузками. При реактивных сопротивлениях Zl и Z2: 

Следовательно, 

откуда 

а = О ,  

g Zl . Х1 th - =  - = / - . 
2 R R 

ь x1 g = jb; tg 7 = R ; 
jb R + jXl 

е = ) R---jXl 

1 R+ jXl Хl 
Ьи = --:- Iп = 2 arctg � . 

1 R - jХl R ' 
2 dXl - --

dЬи R dю 
fгр при = - = -----

dю 1 +  (Хl/ R)2 

(6 . 77) 

(6 . 78) 

(6 . 79) 

(6 .80) 

(6 .8 1  ) 

Свойства такой схемы целиком определяются свойствами Х!. Прак
тически фазовые выравниватели строя f по схемам, эквивалентным 
мостовым, которые содержат меньшее число элементов. 

Фазовый контур первого порядка. В схеме (рис . 6 .37, а) , называе
мой фазовым контуром первого порядка, сопротивления Zl и Z2 со
держат по одному элементу: 

1 
ZI = jюL1 И Z2 = -:-- . 

/юС 
В соответствии с выражением (6.78) 

ь юL tg - =  - = kю .  
2 R 

Из формулы (6.80) : 

отсюда 

где k = L/R. 
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ь = _I- l п I + ikю 
j I - jkю 

." 1 + kjro e/ ... = --'---=---1 - kjш 
(6 . 82) 

(6 .83) 



На этом же рисунке приведена эквива
лентная схема фазового контура первого 
порядка, зависимости Ь (О» и trp п р  " -
соответственно на рис. 6.37, 6 и в. Меняя 
значения коэффициента k или, что то же, 
подбирая индуктивность [ ,  можно изме
нять форму кривых Ь (О» и trp п р  " .  

Функции передачи видов: 

1 + kj(1) 1 + kp F «(1) = . ; F (р) = --'--'-l - kJ(1) l - kp 

о 

и, 
о 

я, 

н, JSSl [6 :  
те 

Рис. 6.38 

l + rCp 
l -гСр 

о 

llz 
о 

можно реализовать цепью гС с операционным усилителем (рис. 6.38) . 
По инвертирующему входу функция передачи операционного усили
теля равна - 1 . Усиление по неинвертирующему входу равно 2. Опе
рационный усилитель подключается через фильтр нижних частот. 
В целом это дает функцию передачи 2/(1 + гер) , так как выходное на
пряж�ние усилителя есть усиленная разность сигналов на двух его 
входах: 

F (р) I +гСр 
2 l -гСр 1 = ---'--

l + rCp 

Фазовый ко нтур второго порядка. Сопротивления Zl и Z2 фазового 
контура второго порядка (рис. 6.39, а) содержат по два элемента: 

а) 

По уравнению (6.78) 
ь 1 (1) tg � = - -- ----

2 CR (1)2 _ (1)б 

в соответствии с выражением (6.80): 
I _ (1)2 + jk(1) + (1)� Ь �= - 1п 
j _(1)2 -jk(1) + (1) б 

trp пр " 
2k «(1)� + (1)2) 

«(1) б __ ()}2) + k2 (1)2 

/'1 О,5С1 8) Z)trpnr!2il гх 

/[ J--+---

о 

Рис. 6.39 

(6 . 84) 

(6 .85) 
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Практически фазовые контуры второ
го порядка строят по нескольким экви
валентным схемам типа перекрытое Т .  
Одна из  них приведена на рис. 6 .39 .  
Частотные зависимости фазового сдвига 
и группового времени прохождения , 
обеспечиваемые этими схемами , пред
ставлены графиками (рис. 6 . 39, в и г) . 

Эти зависимости определяются чис
ленными значениями коэффициента k .  
Как хорошо видно из выражения (6.85), 

при малых значениях k и ш = Ш а  зависимость trp  п р  R имеет макси
мум, при больших значениях k этот максимум исчезает. Кривая 
tr p п р  к (ш) имеет максимум, а кривая Ь (ш) - перегиn при ш = шо. 

если значения k < шо У 3. Изменяя  значения шо и k, можно менять 
как местоположение максимума , так и крутизну . возрастания и спада 
кривой trp пр к (ш) .  

о 
Рис. 6.40 

Практически корректоры группового времени прохождения  со
ставляют из нескольких разных звеньев, представляющих собой кон
туры второго порядка, включаемые цепочечно. Необходимая частот
ная зависимость группового времени прохождения корректора полу
чается как сумма частотных зависимостей группового времени про
хождения отдельных звеньев (рис. 6. 40) . 



Глава 7 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ФИЛЬТРЫ LC 

7. 1 . УСЛОВИЯ ПРОПУСКАНИЯ И ЗАДЕРЖИВАНИЯ 
ЦЕПОЧ ЕЧНЫХ ФИЛЬТРОВ 

в устройствах автоматики , телемеханики и связи часто возникает 
задача выделения полезных сигналов из смеси различных сигналов и 
помех . Если полезные сигналы и помехи различаются занимаемыми 
частотными полосами, то такое разделение осуществляют частотными 
электрическими фильтрами .  Частотные фильтры, отделяющие элек
трические колебания токов с одними частотами от колебаний с дру
гими частотами , применяют в самых разнообразных частотных диапазо
нах .  Простейшими фильтрами могут служить цепи гС, или реактивные 
двухполюсники , рассмотренные в главе 6. 

Однако наиболее распространены фильтры, представляющие собой 
четырехполюсники , составленные из реяктивных двухполюсников по 
цепочечным или мостовым схемам. Эти фильтры отличаются от про
стейших фильтрующих цепей более качественными частотными харак
теристиками . По сравнению с используемыми в качестве фильтров цепя
ми гС они имеют в полосе пропускания теоретически нулевое, а прак
тически весьма малое затухание. от активных фильтров гС их выгодно 
отличает возможность работы при больших токах, например , в цепях 
тяговых сетей и рельсовых цепях .  В то же время фильтры LC имеют 
и недостатки: невысокую добротность элементов (особенно катушек 
индуктивности) и значительные габаритные размеры, что затрудняет 
их использование на сверхнизких и высоких частотах. 

Учет влияния сопротивления нагрузки фильтра требует полного 
анализа его свойств как четырехполюсника. Последнее может быть 
осуществлено использованием любого полного набора параметров че
тырехполюсника. 

Для анализа и синтеза реактивных фильтров наиболее удобно ис
пользовать собственные параметры передачи g и Zx,  Цепочечные фильт
ры представляют собой каскадное соединение Г- , Т- или П-образных 
четырехполюсников, содержащих реактивные сопротивления (рис . 7 . 1 ) .  

0,5l, 0,5l, 0,5l, Z, 

ZT 
2Zz 

ZN Zr Zz Zr ZN 2lг 

Рис. 7.1  

0,5[" 0,51., "' т Zn z 

Рис. 7.2 

2С! 2С, o-1T� 
TCz 

а , 
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Как было показано в главе 5, собственные параметры передачи этих 
четырехполюсников определяются по следующим уравнениям: 

(7 . 1) 

(7 .2) 

(7. 3) 

Выражение (7.3) справедливо для Т- и П-образных четырехполюс
ников. Для Г-образного полузвена постоянная передачи в 2 раза 
меньше. 

Из определения электри ческого фильтра следует , что его затухание 
в полосе пропускания должно быть минимальным (теоретически рав
няться нулю) , а в полосе задерживания - зависеть от частоты (быть 
максимальным) . С учетом этого условия пропускания и задерживания 
цепочечных фильтров можно получить, анализируя зависимость по
стоянной передачи цепочечных схем от параметров схемы (7 .3) в широ
ком диапазоне частот. 

Напомним, что собственная постоянная передачи g = а + jb оп
ределяет затухание и фазовый сдвиг четырехполюсника в условиях 
согласованной нагрузки (Zи = Zx) ' Проанализируем выражение 

g ( а Ь ') а Ь а Ь 11 Zl sh - = sh -+ j - = sh - cos - + j ch - sin - = . 

2 2 2 2 2 2 2 4Z2 
(7 . 4) 

При чисто реактивном характере сопротивлений Zl и Z2 возможны 
два варианта их соотношений .  

В а р и а н т 1 .  Величины Zl и Z2 - реактивные сопротив.'Iения 
одного знака, в этом случае VZl/(4Z2) = V х/(4х2) - положительное 
вещественное число, не зависящее от частоты. 

Тогда из р авенства (7 .4) получим два уравнения:  

sh �' cos l!....-= l ,f � ;  
2 2 V 4Х2 

а Ь ch - sin - = O .  2 2 

(7 . 5) 

Так как ch � не может быть равным нулю, то из уравнений (7 .5) 
. ь 

О 
ь 1 следует, что SIП '2 = , при этом cos '2 = , а  
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Таким образом, четырехполюсники, сопротивления Zl и Z2 кото
рых имеют одинаковые реактивные знаки во всем диапазоне частот 
(рис. 7.2), не могут быть фильтрами, поскольку их  затухание является 
постоянной не зависящей от частоты веЛИiIИНОЙ. Эго обычные делители 
напряжения. 

В а р и а н т 2.  Величины 71 и Z2 - реактивные сопротивления 
различных знаков, тогда 

мнимое число, не зависящее от частоты . В этом случае равенство (7 .4) 
распадается на два уравнения: 

а Ь sh - cos-=O' 
2 2 ' 

а Ь {I 
Х1 I ch - sin -' = ± -- . 

2 2 4Х2 

Система уравнений (7.8) допускает два решения.  
П ервое решение: 

а а sh -с= О' а= О; ch - = 1 ;  
2 ' 2 

Второе pel,ueHue: 

/ =f (oo) . 

Ь cos ..--'= о· Ь = ± 11' 
2 '  , 

ь 
sin - = ± ! ' 

2 
- , ch = �  1/! 2L I=f (oo) . 

2 t 4Х2 

(7 .8} 

(7 . 9) 

(7 . 1O} 

Здесь возможны два режима: режим пропускания, соответствую
щий первому решению. когда затухание а = О, и режим задерживания ,  
соответствующий второму решению, когда а ,*  О. Следовательно, че
тырехполюсник цепочечной схемы, образованный из реактивных со
противлений Zl и Z2 разных знаков, я вляется электри ческим фильтром . 

Рассмотрим условня ,  при которых действует каждое из решений 
системы и соответственно имеет место пропускание или задерживание. 

Ь г -
Так как выражение sin - = ± 1/ � имеет смысл только на тех часто-

2 r 4Х2 
тах, на которых /x1/(4x2) / < 1 ,  то в этом случае действует решение (7.9) . 
Эго режим пропускани я .  Совокупность частот, на которых 'х1 1  < 
< 14х2 1 , образует полосу (или полосы) пропускани я  фильтра. 

Выражение ch (а/2) = V /х1/4х2 1 имеет смысл только на частотах, 
для которых /х/4х2 /  > 1 ,  при этом действует решени е  (7 . 10) . Эго режим 
задерживания.  Совокупность частот, на которых 'х1 1 > 14х2 1 , об
разует полосу (или полосы) задерживания фильтра .  

Частоту, на  которой 'х1 1 = 14х2 1, называют г р а н и ч н о й, или 
ч а с т о т о й с р е з а.  

Если Zl и Z2 - взаимообратные реактивные сопротивления,  то 
ZlZ2 = k2 = R2 . Цепочечные фильтры, содержащие такие сопротив-
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ления,  называют Ф и л ь т р а м и т и п а k.  Условие их пропускания 
'Хl/(4х2) 1 <  1 в этом случае можно также представить в виде 

' -Х! 1 _ 1 xf ' -� _x� 1 < 1 
4Х2 4Хl Х2 4R2 или 1 xll < 2R .  (7 . 1 1 ) 

Частоту среза оп ределяют из условия 
/ xl / = 2R . (7 . 1 2) 

Величину R называют н о м и н а л ь н ы м х а р а к т е р и с
т и ч е с к и м с о п р о  т и в л е н и е м Ф и л ь т р а.  

Если сопротивления Zl и Z2 невзаимообратны, то они могут быть раз
личными по знаку только в каком-либо конечном диапазоне частот. 
Вне этого диапазона схема не является фильтром, а представляет со
бой делитель напряжения . 

Все выводы, вытекающие из анализа формулы (7 .4) ,  можно полу
чить, рассматривая любую другую гиперболическую или показатель
ную функцию от g. В ряде случаев, как это будет показано ниже, ис-
пользование th � или eg/2 бывает более удобным. 

7.2. ФИЛЬТР НИЖНИХ ЧАСТ.Т ТИПА k 
Фильтр нижних частот должен пропускать токи с (J) < Фср, вклю

чая постоянный ток, и задерживать токи с более высокими частотами. 
Эти свойства имеет цеl10чечный четырехполюсник ,  у которого в качестве 
Zl включено индуктивное сопротивление, а в качестве Z2 - емкост
ное. Варианты таких схем приведены на рис. 7.3. 

Для них 
(7 .  1 3j 

Фильтры, схема которых приведена на рис. 7.3 ,  а, оказывают нуле
вое затухание токам с частотами, для которых 'Х I < 2R, и конечное 
затухание токам с частотами ,  для которых 'х1 1 > 2R . Частоту среза 
Фср определяют из условия (7 . 1 2) : 'Х1 (Юср) I = 2R . 

а) O,SL O,5L O,5L 
l Z �Z 0,5CZ 
: Т С  : оТ т о

п 

о) а,Нп 
v 

f z 

1 
1( [' 

I 
а"'О 

;- t 
о 1 
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Отсюда 

I Xl (WepJ I = Wep L = 2R = 2YLjC; wep = 2/YLC . (7 . 1 4) 
Для определения характеристик фильтра по формулам (7 .9) и (7 . 10) 

рассмотрим, как изменяется в зависимости от частоты отношение 
Z1 jwL w2 LC w2 f2 

__ _ ---", __ = _ _ _ __ = _ __ = _ Q2 , 
4Z2 4 _1 _ 4 Ш�р '�p 

jwC 
где Q - относительная , или нормированная ,  частота . 

(7 . 1 5) 

Следовательно, фильтр пропускает все частоты ниже Ше р ,  для ко
торых Q < 1 .  Подставляя значения Z1Z2 = IX1x2 1 = R2 и Z1/(4Z2) = 
= х1/(4х2) = _Q2 В выражения  (7.9) и (7. 1 0) ,  найдем их конкретные 
формы для Ф НЧ.  

В полосе пропускания на частотах (j) < Ше р ,  Q < 1 
а = О; 

, - = Q . 
fep 

в полосе задерживания при ш >  Шер, Q > 1 
ch .!!:- = '1 I ш2 

= -'- = Q; Ь = Л . 
,, 2 V 2 fep (о)ср 

а 
а 1 -

При Q � 1 ch 2' = '2 е 2 = Q ;  а = 2 1nQ + 21п2. 

(7 . 16) 

(7 . 17) 

Частотные зависимости затухания и фазовой постоянной звена ФНЧ 
приведены на рис. 7.3, 6 и в. Эти зависимости одинаковы для схем 
т и П, так как их постоянная передачи задана одним и тем же выраже
нием . Для схемы Г следует брать а/2 и Ы2. Знак фазового сдвига выб
ран в соответствии с тем, что на частотах полосы пропускания ток, а 
следовательно, и напряжение на выходе отстают по фазе от этих вели
чин , действующих на входе. 

Из зависимостей а = а (Q) и Ь = Ь (Q) видно, что даже составлен
ный из чисто реактивных сопротивлений идеальный фильтр в широком 
диапазоне частот не имеет желаемых характеристик .  В полосе задержи
вания этого фильтра затухание растет довольно медленно, а его фазо
частотная характеристика в полосе пропускания нелинейна. Послед
нее может приводить к фазовым искажениям сигналов, передаваемых 
через фильтр. 

Наклон фазочастотной характеристики определяет время задержки 
сигнала на выходе фильтра по сравнению с сигналом на  его входе. 
у фильтров с меньшей частотой среза это время больше. 

Во многих случаях вместо зависимости от частоты фазового сдви
га удобнее рассматривать зависимость от частоты группового времени 
прохождения :  

trp ар 
db (w) 

dw или trp ПР юср = db (Q) 
dQ 

27 1 



Имея в виду, что из выражения (7. 1 7) следует Ь = 2 arcsin Q ,  
дЛЯ tгр пр {J)c р В полосе пропускания получим: 

db (Щ d . I iгр пр U)cp = dn = -d-n- 2 arcsm Q ,= 2 -:;;;:::::;;; 
•• •• VI -Q2 

В полосе за,ы,ерживания Ь = те ,  tгрпр = о .  Зависимость [гр пр х 
х {J)cp (Щ приведена на рис . 7.3, 8. 

Кривые, определяющие зависимость от частоты собственных пара
метров передачи фильтров, состоят из различных участков, относящих
ся к частотным полосам пропускания и задерживания,  что является их 
характерной особенностью. Важной характеристикой всякого четы
рехполюсника является его характеристическое сопротивление ZX.  Оно 
показывает желательные сопротивления генератора R г и приемника 
Rи,  при которых четырехполюсник (в рассматриваемом случае фильтр) 
нагружен согласованно и имеет собственное затухание а и фазовый 
сдвиг Ь. Если полного согласования добиться не удается , сравнение ха
рактеристического сопротивления фильтра с сопротивлением генера
тора R г и сопротивлением приемника R и позволяет оценить вызван
ное несогласованностью изменение затухания а и соответствующее из
менение Ь или trp п р .  Для схем Т и П характеристические сопротивле
ния неодинаковы. Схема Г имеет различные характеристические со
противления :  с одной стороны сопротивление схемы Т, а с другой -
схемы п. 

Для установления частотной зависимости характеристических со
противлений ФНЧ по схемам Т и П воспользуемся выражениями (7. 1 )  
и (7 .2) . Подставляя вместо Zl и Z2 их значения, получим: 

(7 . 18) 

R 
(7 . 19) 

Зависимости ZT и Zп от относительной частоты, соответствующие 
формулам (7 . 1 8) и (7 . 1 9), приведены на рис . 7 .3 ,  г и д. Из этих зависи· 
мостей следует, что характеристическое сопротивление схемы, со
ставленной из  чисто реактивных элементов, на частотах ,  лежащих в по
лосе пропускания ,  оказывается активным. Активное входное сопро
тивление означает, что фильтр способен воспринимать от генератора 
энергию с определенными частотами и передавать ее приемнику , по
скольку в схеме фильтра нет элементов, способных ее поглощать. Такой 
фильтр аналогичен линии без потерь также с чисто активным волно
вым сопротивлением. 

На частотах полосы задерживания сопротивление фильтра реак
тивно, он не воспринимает энергии от генератора .  Знак реактивности 
легко устанавливается из следующих соображений: если реактивное 
сопротивление растет с частотой, то оно имеет индуктивный характер . (для ФНЧ - ZT), если уменьшается - емкостный (для ФНЧ - Zп) . 

При постоянном токе (о> = о) характеристическое сопротивление 
фильтра R = VL/C. Эго значит, что сопротивление фильтра со сторо-
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ны входных зажимов равно сопротивлению нагрузки,  подключенной 
к нему. 

Дальнейшее изменение Zx с увеличением частоты предполагает, что 
нагрузки с обоих концов остаются согласованными и сопротивления 
R г и R н изменяются с частотой так же, как и Zx. На частотах полосы 
задерживания должны быть реактивны как Rr и RH, так и ZBX Ф = 
= Zx, На достаточно высоких частотах в случае схемы Т генератор и 
приемник как бы отключены от фильтра индуктивностями , имеющими 
на этих частотах очень большие сопротивления. В схеме П на высоких 
частотах генератор и приемник зашунтированы емкостями с соответст
венно малыми сопротивлениями. 

Для определения значений индуктивности и емкости фильтра не
обходимо знать частоту среза и сопротивления нагрузок, между кото
рыми фильтр должен работать. Так как характеристическое сопротив
ление фильтра не остается постоянным в пределах полосы пропуска
ния и согласовать нагрузки на всех частотах нельзя , то в простейших 
случаях филйтр согласовывают по номинальному характеристическо
кому сопротивлению. Это приводит к условию 

ООср L = 2R н ,  

в котором 

RH = R = V'LjC . 
Из формул (7. 20) и (7.2 1 )  получим 

L = 2R/UJcp = R / (n!ср) ; С= Ц R2 = 2/ (ооср R) = J j (nfcp R) . 

(7 . 20) 

(7 . 2 1 ) 

(7 . 22) 

Следует отметить, что формулы (7.22) дают полные значения эле
ментов L и С, тогда как в схемы надо вводить также и O,5L или 2С 
(см. рис. 7 .3 ,  а). Схемы Т и П называют звеньями ФНЧ,  схему г 
полузвеном. 

7.3. ФИЛЬТР ВЕРХНИХ ЧАСТОТ ТИПА k 

Фильтр верхних частот должен пропускать с нулевым затуханием 
все токи с частотами выше заданной (u> > (Оср) И задерживать токи с бо
лее низкими частотами и постоянный ток . Этим требованиям удовлет
воряют цепочечные схемы Т ,  П,  и Г с емкостным сопротивлением в ка
честве Zl и индуктивным В качестве Z2 (рис. 7 .4 ,  а) . Здесь 

Zl �� I / (jwC) . Z2 = jwL , Zl Z2 = LjC = R2 , R = VLjC.  (7 . 23) 

Пользуясь общим условием (7 . 1 2) ,  характеризующим частоту сре
за 'Хl (U>cp) I = 2R , найдем: 

I Хl (ООср) 1 =  1 / (ооср С) = 2R = 2 УЦС; ООср = lj(2VIC) . (7 . 24) 

Для определения  характеристик фильтра по формулам (7.9) и 
(7. 1 0) рассмотрим, как изменяется в зависимости от частоты отноше-
иие 

Zl 1 -- -
4Z2 4002 LC 

где Q - относительная , или нормированная,  частота .  

(7 .25) 
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а) гс zc гс 0---11-1 -�-L --HII--� 
�_T ____ �l ______ �Z: 
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80 гZ--bf�-+-I 

с 
11 

акт 
О I'-----+-I---t--:g::-i , 

/ак:: /1 g 
1 -801--+�A=1 L 

jf 
-Н I----+-L--t--f 

а = О  - -2�0 b= -Jr. 
о 1 

Четырехполюсник пропускает все частоты выше Юср, �� > 1 .  
Формулы, определяющие затухание и фазовый сдвиг ФВЧ, полу

чим, если значение Zl/4Z2 = _1/Q2 подставим в общие выражения 
(7.9) и (7. 1 0) .  

В полосе пропускания при (t} > Юс р , Q > 1 

а = О; siп : = -у OO�� = ._ � . ( 7 . 26) 

в полосе задерживания при (t} < Юс р ,  Q < 1 

а / 002 1 Ch 2"" = V ;� = g- ;  Ь =  - л .  (7 . 27) 

Частотные зависимости затухания и фазовой постоянной ФВЧ при
ведены на рис .  7 .4 ,  б и в .  Знак фазового сдвига выбран здесь противо
положным знаку этой величины ФНЧ, поскольку, как это хорошо 
видно, в области достаточно высоких частот при последовательно 
включенных конденсаторах ток и напряжение на выходе опережают 
по фазе :lти в�личины, действующие на входе. 

Найдем выражение для группового времени прохождени я  . 
Из выражения (7.26) для полосы пропускания  найдем: Ь = -2 х 

• 1 Х агсsш Q ' 
Тогда 

db (Щ 
trp пр ООср = dQ 

1 1 2 
1 / 1 _ .....!... Q2 -

V Q2 

2 
Q VQ2 - 1 

В полосе задерживания trp пр = О (см . рис .  7.4,  в) . 
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Рассмотрим характеристические сопротивления:  

z� = .. / !:- .. f 1 - oo�p = R уа2 - 1  
--х' V С V 002 Q (7 . 2В) 

(7 . ЗО) 

Частотные зависимости этих сопротивлений приведены на 
рис. 7.4 г и д. 

Расчетные формулы для определения элементов получаются ана
логично формулам дЛЯ ФНЧ.  Из условия Ix I = 2R на частотах w =с 
= Ыс р и R = VLlC найдем: 

R R с= ; L = CR2= - -�-
2Rltl cp 4nfcp R 2ооср 4nfcp 

(7 . З l )  

Здесь в ОТllИчие от Ф НЧ согласование с нагрузкой проводится на 
бесконечно большой угловой частоте (ы -+ (0) . В остальном о фильтре 
верхних частот можно повторить все, что было сказано о ФНЧ.  

Характерцстическое сопротивление ФВЧ на очень высоких часто-
тах активно и равно V L/C. Это значит, что сопротивление фильтра со 
стороны входных зажимов равно сопротивлению подключенной к не
му нагрузки .  

На частоте среза имеют место резонанс напряжений в схеме Т и ре
зонанс токов в схеме П,  обращающие характеристическое сопротив
ление фильтра в нуль или бесконечность. Предполагается ,  что с даль
нейшим понижением частоты нагрузка остается согласованной , т. е .  
реактивной , и ,  следовательно, входное сопротивление фильтра дела
ется реактивным; фильтр не воспринимает энергии от генератора ,  при
чем в глубине полосы задерживания (т. е. на частотах,  близких к нулю) 
в случае схемы Т генератор как бы отключен от фильтра конденса
тором , имt:ющим при этом весьма большое сопротивление, в случае же 
схемы П генератор шунтируется индуктивностью, имеющей на этих 
частотах малое сопротивление. 

В случаях параллельного соединения нескольких фильтров уменьше
ние до нуля входного сопротивления одного из них шунтирует и осталь
ные, чем нарушает их работу. Поэтому фильтры для параллельной 
работы строят по схеме Т, в случае же индивидуального включения 
фильтр рекомендуется выполнять по схеме п. На выбор схемы может 
влиять также наличие реактивной составляющей в сопротивлении 
нагрузки .  Схему фильтра следует выбирать так , чтобы избежать не
предусмотренных резонансных явлений.  

7.4. ПОЛОСОВОй ФИЛЬТР ТИПА k 
Полосовым фильтром называют четырехполюсник, который пр опус

кает без затухания электрические колебания с угловыми частотами,  
лежащими в полосе от Wl дО Ы2' И оказывает затухание колебаниям с 
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Рис. 7.5 

частотами вне этой полосы. Схемы полосового фильтра типа k приведе
ны на рис. 7.5,  а. В последовательной их ветви содержатся емкость, 
препятствующая прохождению тока с низкими частотами , и индуктив
ность, преграждающая путь току с высокими частотами .  Емкость и 
индуктивность параллельного контура, наоборот, беспрепятственно 
пропускэют токи с очень низкими и очень высокими частотами . На 
частотах, близких к резонансным, который наступает одновременно 
во всех ветвях на частоте (00 ' последовательная ветвь имеет малое 
сопротивление, а параллельная - большое, и ,  таким образом, фильтр 
пропускает энергию относительно свободно.  . 

Свойства ПФ можно определить сравнением его с ФВЧ и ФНЧ. На 
частотах ниже резонансной сопротивление Z1 имеет емкостный харак
тер , а сопротивление Z2 - индуктивный. Поэтому на указанных часто
тах полосовой фильтр ведет себя как ФВЧ . На частотах выше резо
нансной сопротивление Z1 носит индуктивный характер , а сопротив
ление Z2 - емкостный ,  и полосовой фильтр ведет себя как ФНЧ. 
Сказанное иллюстрируется рис. 7 .5, 6, где приведены частотные зави
симости сопротивлений Z1 и Z2 фильтров верхних, нижних частот и 
полосового. Из этого рисунка видно, что условие 'х1 1  = 4 'х2 1 или 
'х1 1  = 2R дЛЯ ПФ наблюдается дважды: на частоте 0)1 , меньшей (00 ,  
и на частоте 0) 2 , большей (0 0 '  В первом случае имеет место переход от 
задерживания к пропусканию, а ВО втором, наоборот, от пропускания 
к задерживанию. 

Таким образом , в каждой из частотных полос схему ПФ можно за
менить более простой эквивалентной схемой, действительной для дан-
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ной полосы. Такие эквивалентные схемы приведены на рис. 7.5, 8. Из  
них следует, что характеристики ПФ представляют собой как бы сое
динение соответствующих характеристик ФВЧ и Ф НЧ (рис.  7 .6) . 

Согласно определению фильтров типа k сопротивления Zl и Z2 долж
ны быть взаимообратны. ДЛЯ ПФ зто возможно при 

Orсюда 

(00 = 1 IУ L1 С1 = 1 I-VL2 С2 ; 

ZI =  jL 1 (02 _(J)�) = j(Oo Ll (�- �); 
(J) фо (J) 

(О 1 1 1 Z � - --- - ---------2 - jC2 (02 -(O� j(Oo С2 ( О (00 ) - - --

фо (О 

(7 . 32) 

(7 . 33) 
Д.ТIя угловых частот среза Шl и Ш2, при которых IXr I = 2R,  с учетом 

формулы (7.32) получим: 

( 7 . 34) 

После преобразований с учетом формул (7 .32) и (7 .33) из уравнений 
(7 . 34) получаем выражения для угловых частот среза: 

Из последних равенств следуют такие выражения: 
(01 (O2 = (O� ; (01 -(J)2 = 2/-VL1 С2 . (7 .35) 

Для аналитического исследования свойств ПФ с учетом уравнений 
(7.32) найдем ОТjlошение: 
� = _  L1 C2 (O� (� - �)2 . 
4Z2 4 фо (О 

Если учесть выражения 
(7.35) и ввести следующие обоз
начения : n = шо/( Ш} - 0)2) и 
Q = (л/о)о - нормированная ча
стота ПФ, то из предыдущего 
уравнения получим: 

:;2 = - [n ( О-*)Г �= -112 . 

(7 .36) 
Параметры а, Ь, ZT и Zп ПФ 

можно определить по тем же 
формулам, что и параметры 

а 

Рис. 7.6 
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ФНЧ,  с заменой в них R и Q в соответствии с выражениями (7 .33) 
и (7 .36) . По ним и построены частотные зависимости на рис. 7.6.  

Формулы для расчета параметров ПФ найдем по заданным часто
там среза (J)l, Ш2 И R II = R с учетом выражений (7 .33) , (7 . 34) и (7 .35) : 

(7 . 37) 

При неодинаковых требованиях к ослаблению нежелательных час-
1'отных составляющих ,  лежащих ниже и выше полосы пропускания,  
часто применяют более простые схемы полосовых фильтров. Их строят 
исключением из схем , приведенных на рис. 7 .5 ,  а ,  какого-либо одного 
элемента .  Если ,  например , из сопротивления  Zl исключить катушку 
индуктивности L1, оставив конденсатор C1, то получаются схемы по
лосовых фильтров , u:5еспечивающих более сильное подавление частот, 
лежащих ниже полосы пропускания .  Тот же эффект достигается при 
исключении из указанных схем конденсатора С2 (рис. 7 .7 ,  а и 6) . 

Обратный эффект - более сильное подавление частот , лежащих 
выше полосы пропускания ,  - получается при исключении C1 или L2 • 

Схема (см . рис. 7 .7 , 6) содержит соединения трех индуктивностей . .  
Известно, что связанные индуктивности (рис. 7 .7 ,  в) могут быть заме
нены эквивалентной схемой (рис . 7 .7 ,  г) . Используя эту эквива
лентность, можно получить эквивалентный схеме, приведенной на 
рис. 7.7, 6, полосовой фильтр , если выполнить его по схеме (рис. 7 .7 ,  д) . 
Преимущество этой схемы заключается в том, что при пробое KoН)�eH
саторов вход и выход фильтра остаются изолированными друг от друга ,  
вследствие чего этому способу реализации фильтров в ряде случаев 

а) гс! гс, 
o---j �-;!---O 

0---+-.---0 

1 б) 2С, zL, 
0-1 

�) н ё) i. -t1 L -H 

н 

Рис. 7.7 
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отдают предпочтение. Такой фильтр ;L, 2С, должен быть рассчитан как фильтр 
� r;.. (см . рис. 7 .7 , 6) по формулам : 

_�I�] _R __ . С _ 12 -1] L] = , ] -'Л12 ({2 -11) 4'ЛI] 12 R 
L2 = (f] + f2) R .  

(7 . 38) 4'ЛI] {2 
Затем «звезда» из индуктивно

стей должна быть заменена экви
валентным трансформатором с ин
дуктивностью обмоток L = 

= O,5LI + L2 И коэффициентом 
взаимоиндукции М = L2• 
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Если в схемах Г, Т, и П в качестве Zl и Z 2 взять соответственно кон
туры резонансов токов и напряжений (рис. 7.8, а) , то эти схемы будут 
пропускать все частоты ниже 0>1 и выше 0>2 и вносить затухание на  
частотах, удовлетворяющих условию 0>1 < о> < 0>2.  Такие четырех
полюсники называют режекторными фильтрами (РФ) типа k .  Их ха
рактеристики приведены на рис. 7.8, б и 8. 

7.5. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МАСШТАБА ЧАСТОТ 

Из изложенного можно заключить, что все рассмотренные схемы 
фильтров исследуют одинаково. Задаваясь видом двухполюсников Zl И 
Z2' из которых составлена схема, выражения Zl/(4Z2) представляют в 
виде функнии от о> И затем строят характеристики затухания и фазы, 

руководствуясь соображением о значении � по сравнению с 1 или 4ХI 
/Х1 / по сравнению с 2R. Различия в свойствах отдельных схем обнару
живаются при этом в связи с соответствующей зависимостью сопротив
лений Zl и Z2 от частоты. 

Замеченное обстоятельство позволяет при исследовании свойств 
фильтрующих четырехполюсных схем пользоваться пре06разованием 
частот. Последнее заключается в следующем. Зная свойства какой-ли
бо схемы, например ФНЧ, и желая определить свойства другой схемы, 
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получающейся заменой сопротивлений Zl и Z2 другими, В формулах,  ха
рактеризующих свойства первой схемы, угловую частоту о> заменяют 
функцией от 0>, соответствующей выполненной замене сопротивлений. 

Действительно, дЛЯ ФНЧ Zl = jO>L и Z2 = l Iио>С) . Если заменить 
Zl на  l /(io>C}, а Z2 на jo>L, ТО. как известно, получится. ФВЧ. Его свой
ства легко устанавливаются , если во всех характеристиках ФНЧ 
О>/О>ср заменить на О>ср/О> или,  что то же, Q - нa  1Ю. Переход от ФНЧ 
к ПФ требует замены Q величиной 1J .  

Преобразование частоты при  переходе от одного типа фильтра к 
другому иллюстрируются табл . 7 . 1 .  Применение преобразования час
тоты особенно удобно при исследовании сложных схем и количествен
ном определении влияния потерь на свойства фильтров. При учете 
влияния потерь следует в рассматриваемых схемах чисто реактивные 
сопротивления, например jo>L1, заменить на '] + jo>L1 . Получаемые из
менения в свойствах схемы можно определить, заменяя угловую часто-

ту о> комплексной величиной о> -- j �: ' которая при умножении на jL1 
дает полное сопротивление '1 + jo>L1, так как в случае чисто реактив
ного сопротивления при умножении о> на jL получаем jo>L . 

7.6. ВЛИЯНИЕ ПОТЕРЬ И НЕСОГЛАСОВАННОСТИ НАГРУЗОК 
НА ХАР АКТЕРИСТИКИ ФИЛЬТРОВ 

Влия ние потерь. Практически фильтры вследствие потерь в элемен
тах имеют затухание в полосе пропускания, не равное нулю, а в поло
се задерживания -- меньшее, чем в идеальном фильтре. Обусловли
вается это в основном потерями в катушках индуктивности. 

Потери в катушке оценивают ее добротностью: 

Q = ooL!r 

или обратной величиной: 

d = I /Q = rj(ooL) , 

называемой к о э Ф Ф и ц и е н т о м п о т е р ь . Величины Q и d 
катушек с ферромагнитными сердечниками в большой степени зависят 
от частоты (рис. 7.9). 

Характеристики фильтра с учетом потерь можно рассчитать по тем 
же формулам , что и характеристики идеального фильтра с той только 
разницей, что относительная частота, определяемая из условия Q2 = 
= Zl/(4Z2) ,  В случае фильтра с потерями 
будет комплексным числом. (J 

Например , дЛЯ ФНЧ, у которого Z(J() 
z] = г1 +jооL1 = jооL1 ( I -jd) и Z2 = I /(jooC) ,  /(J() 

имеем: 
Zl 002 LC 

-- = -
4Z2 4 

.о 
( l - jd) = _ 02 ( l -jd) . 

1,0 2,0 
Рис. 7 .9 

f,кГц 
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Подставляя значение Zl/(4Z2) в формулу (7.4), и другие, можно 
рассчитать условия передачи для фильтра с потерями в катушках ин
дуктивности. Аналогично учитывают потери в конденсаторах. 

Влияние несогласованности на затухание фильтра. Фильтры обыч
но работают между постоянными активными нагрузками .  При расчете 
фильтров сопротивления нагрузок предполагали равными характе
ристическому сопротивлению фильтра во всем диапазоне частот. Несо
гласованность нагрузок дополнительно приводит к отклонению кривой 
затухания от теоретической. 

В рабочих условиях  затухание фильтра в полосе пропускания не 
равно нулю, а в полосе задерживания может быть меньше собствен
ного затухания а, определяемого формулой (7 . 1 7) . 

Для вычисления  рабочих параметров фильтра при Rr = R н = R 
воспользуемся выражением (5.5 1 ) :  

gраб =араб + iЬраб = IП [Сh g+( 21 + �� ) Sh g } .  
Из этой формулы следует, что 

араб = IП ! Сh g++ ( � + �x ) Sh g l ' (7 . 39) 

в полосе пропускания фильтра а = О, g = jb,  Zx активно. Имея 
это в виду и учитывая, что ch jb = cosb и shjb = jsinb, получим: 

! 1 ( R  Zx \ 1 [ Uраб о= lп cos b+ j- -+ - I sin b=- In cos2 b+ 2 Zx R J 2 
+ - --+ _х_ sin2 Ь = - In 1 + - -- - � sin2 Ь • (7 . 40) 1 ( R  Z ) 2 

J 
1 [ 1 ( R  Z )2 

J 4 Zx R 2 4 Zx R 
Как видно, рабочее затухание фильтра в полосе пропускания не 

равно нулю и изменяется с частотой , поскольку от последней зависят 
фазовая постоянная Ь и Zx. 

Исследуем формулу (7 .40) применительно к схеме Т ФНЧ . Для нее 

282 

Orсюда 

Ь Zx=R VI-Q2; s in -=Q .  2 

cos . .l!..- = .. 
/

1 -sin2 � = V 1 _Q2; 2 V 2 
Ь Ь sin Ь=2 sin- cos -=2QVI -Q2; 2 2 

sin2 Ь = 4Q2 ( 1- Q2) ; cos2 Ь= l -sin2 Ь =, 1 -4Q2 ( 1 _02) ; 

араб =1-. In [ 1 -4Q2 ( 1 _02) +2- (R2 +� ( 1  _Q2»)2 4Q2 ( 1  _02)] = 2 4 � I -W 
1 =- In [ 1 +06J . (7 . 41 ) 2 



а) а 

J 

2 

f 

араб -

0.35 ���:=lL-
Q 0.5 , z 5 10 Q 

0)з) Ьраl z 

:J{ Ьсо5 

:J{ 
? 

о 0,5 ! Z 5 fO 

Рис. 7. 10 
Из формулы (7. 40) можно видеть, что араб будет иметь максимальное 

значение на тех частотах, на которых sin2b наибольшее. Поскольку 
максимальное значение sin2b = 1 ,  то наибольшее значение рабочего 
затухания  в полосе пропускания 

а б = �а=- Iп 1 +- - - -- = In- -+ - . (7 . 42) 1 [- 1 ( R lx )21 I [ R  Zx ] ра 2 4 Z R 2 Z R х _ х 

в частности, для частоты среза Q = 1 из выражения  (7 . 4 1 )  получим: 1 араб = "2 lп 2 = 0,35 Нп = 3 дБ . В полосе задерживания  а =1= О, 

Ь = +л,  Zx = iXx = i IZx l . 
Из выражения (7.39) получим: 

араб = lп I Сh а+ i + (  '� / - / Z: , ) sh a l ·  
Имея в виду, что при больших затуханиях cha = sha = ; еа, най

дем: 

а б = -In - е + - - - е = 
1 [ 1 2а 1 ( /  Z х / R )2 1 2а] ра 2 4 4 R I Zx I 4 

= In- ea + =a+ In- + . 1 ( R  I Zx I ) 1 ( R  I Zx ' ) 4 / Zx I R 4 / Zx / R (7 . 43) 
Величина (� + IZx/ ) ,  входящая в выражение (7 . 43) , имеет IZxl R 

минимум при R = IZx I и равна 2 .  Эгому соответствует наименьшее ра
бочее затухание в полосе задерживания:  

Uраб = а-lп 2=а-О ,69 Нп=а-6 дБ .  

Возможность такого уменьшения рабочего затухания фильтра по 
сравнению с собственным следует учитывать при расчете. 

Таким образом, вследствие потерь в элементах фильтра и несогла
сованности его с нагрузками кривая затухания фильтра в реальных 
условиях отличается от кривой собственного затухания идеального 
фильтра (рис. 7 . 1 0, а) . 

Влияние несогласованности на фазовый сдвиг. Несогласованность 
с нагрузкой фильтра вызывает также изменение частотных зависимо-
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стей фазового коэффициента Ь и группового времени прох ождения 
trp пр по сравнению с собственными . 

Воспользуемся выражением (5.51 )  11 определим рабочий фазовый 
сдвиг  для частот полосы пропускания . Имея в виду, что в полосе про
пускания g = ib, из указанного выражения  получим: 

gраб = IП [СОS Ь + i + ( � + i ) Sin b] . 

Рабочий фазовый сдвиг ЬРа б есть угол комплексного числа, стоя
щего под знаком логарифма, 

[ 1 ( R Z.� )' ] . dЬРаб 
Ьр аб =аrсtg - - + -- tg b .  lгр пр =l['р раб = . 

2 Zx R doo 
(7 . 44) 

В частности , для фильтра типа k,  выполненного по схеме Т ,  при 
Rи = R 

Ь 
sin -= Q; 

2 
ь Q 

tg - = ::;-;;==� 2 YI _Q2 

Ь 2 tg -2 2Q YI _Q2 
tg b = ---- -

Ь 1 _2Q2 
l -tg2 � 

2 

Подставляя эти значения в выражение (7. 44) , получим: 
(2 _Q2) Q 

ЬРаб = arctg . 
1 -2Q2 (7 . 45) 

На рис. 7 . 10, б приведены рабочие характеристики ЬРаб  (Q) и 
trp пр Фср ра б  (Q) для ФНЧ, существенно отличающиеся от соответ
ствующих собственных характеристик. 

7.7. ФИЛЬТРЫ ТИПА m 

Рассмотренные выше электрические фильтры типа k имеют два 
существенных недостатка. Первым из них является медленный рост 
затухания фильтров на частотах полосы задерживания, ВТОРЫМ 
значительная зависимость их  характеристических сопротивлений от 
частоты, не позволяющая достаточно точно согласовать фильтры с на
грузками на всех частотах полосы пропускания, вследствие чего зату 
хание фильтра на этих частотах возрастает. Таким образом, фильтры 
типа k можно применять при невысоких  требованиях к ослаблению 
нежелательных частот и согласованию. 

Качественным следует считать фильтр , имеющий активное и незави
сящее от частоты характеристическое сопротивление в полосе пр опус
кания и достаточное постоянное затухание в полосе задерживания .  
Приближением к этому идеалу в известной степени являются комбини
рованные фильтры, содержащие звенья типа т .  Принцип устройства 
таких фильтров рассмотрим на примере ФНЧ .  Преобразованием час
тоты все полученные результаты можно перенести на ФВЧ , ПФ и РФ. 
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Получение большего затухания на частотах, близких к частоте 
среза. Большее затухание, чем от Ф НЧ (рис. 7 . 1 1 ,  а) , на частотах ,  
близких к частоте среза, например на  частоте 1200 Гц (когда {ер = 
= 1000 Гц) , можно получить введением в схему Ф НЧ резонансных 
ветвей, обрывающих или шунтирующих цепь тока на частоте 1 200 Гц 
(рис. 7 . 1 1 ,  б и в) . Резкое увеличение затухания цепи на частоте резо
нанса, которую обозначим Ю р , называют в с п л е с к о м з а т у х а
н и я .  Применяя математическую терминологию, часто всплеск назы
вают п о л ю с о м з а т у х а н и я. Изменяя частоту резонансов кон
туров, включенных в схему фильтра, можно менять соответственно
требованиям крутизну кривой затухания .  

На рис. 7 . 1 1 ,  б приведена схема последовательно-производного
полузвена типа т ,  а на рис. 7 . 1 1 ,  в - параллельно-производного полу
звена типа m. Смысл этих названий ясен из рисунков. На рис.  7 . 1 1 ,  б 
и в показано также, какими должны быть значения элементов схемы. 
Вывод соответствующих выражений дается ниже. 

Частотные зависимости затухания исходного фильтра , называе
мого в этом случае прототипом, и нового фильтра - производного
фильтра типа т ,  приведены на рис. 7. 1 1 ,  г и д. 

Собственное затухание фильтра типа т ,  кроме всплеска, характерно 
еще уменьшением своего значения на угловых частотах ,  превышающих 
резонансную частоту Ю р .  Это объясняется тем , что на указанных часто
тах оба сопротивления,  образующие схему фильтра ,  представляют со
бой реактивные сопротивления одного знака (рис. 7 . 1 1 ,  е) , так как 
сама схема преобразуется в делитель напряжения и теряет свойства 
фильтра. Рабочее затухание звена типа т при нагрузке его на актив
ное сопротивление после некоторого уменьшения растет. 

Фильтры типа т вследствие малости затухания,  даваемого ими в 
глубине полосы задерживания, большей частью применяют не само
стоятельно, а в комбинации с фильтрами типа k .  
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На рис. 7. 1 2  приведены варианты схем и частотная зависимость 
затухания ФНЧ, составленного из полузвеньев типов k и т .  Затуха
ние имеет достаточную крутизну вблизи Юс р и характеризует опреде
ленное затухание, вносимое ФНЧ токам всех частот полосы непро
пускания.  

Однако для получения затухания комбинированного фильтра, рав
ного сумме затуханий фильтров типов k и т ,  оба фильтра должны быть 
рассчитаны на одну и ту же частоту среза и иметь одинаковые характе
ристические сопротивления  в месте соединения .  В противном случае 
вследствие несог ласованности увеличится затухание комбинированно
го фильтра в полосе пропускания .  Согласование характеристических 
сопротивлений фильтров типа т с фильтрами типа k осуществляется 
специальным подбором их элементов. 

Подбор элементов фильтров типа m. Комбинированный фильтр , 
частотная зависимость затухания которого приведена на рис. 7. 1 2 ,  в, 
можно получить цепочечным соединением полузвена типа k с IIоследо
вательно-производным (рис. 7. 12 ,  а) или параллельно-производным 
(рис. 7 . 1 2 ,  б) полузвеном типа т .  

В первом случае филЬТр строят по несимметричной схеме П,  во вто
ром случае - по несимметричной схеме Т .  В месте соединения полу
звеньев необходимо согласовать их  характеристические сопротивле
ния .  В схеме (см. рис. 7. 12 ,  а) должны быть согласованы сопротив
ления ZTK и ZTm, а в схеме (см . рис. 7 . 12 ,  б) , имеющей ту же характе
ристику затухания ,  сопротивления  ZПК и Zпm. 

Рассмотрим условия ,  которым должны удовлетворять элементы по
лузвена типа т для равенства сопротивлений ZTK и ZTm на всех часто
тах.  

Очевидно, что в соответствии с выражением (7. 1 )  должно быть 

Zl Z2 ( 1 +.ь....)=Zlffi Z2ffi ( 1 + �lffi ) , 4Z2 , 4Z2ffi 
где Zlffi и Z2ffi - сопротивлен и я ,  образующие схему типа m . 

Поскольку сопротивления  Zl и Zl m одного знака, положим 

где т - постоянное число , 286 

(7.46) 



тогда 

откуда 

(7 . 47) 

что и дает значения элементов, указанных на схеме, приведенной на 
рис. 7 . 1 1 ,  б. 

Формулы (7 .46) и (7 .47) показывают, что согласование характе
ристических сопротивлений возможно при различных значениях ко
эффициента т, который , однако, не должен быть больше единицы. 
В противном случае Z2ffi содержит отрицательное сопротивление. При 
т = 1 получаем фильтр типа k. 

LLля определения элементов параллельно-производного полузвена 
следует приравнять сопротивления ZПk и Zпm. Положив 

найдем 

(см . рис. 7 . 1 1 ,  в) . 

1 1 1 -- - -- , -

ml1 I l2 
l -m2 
4m 

(7 . 48) 

(7 . 49) 

Затухание и фазовый сДвиг звена типа т. Численные значения за
тухания и фазового сдвига полу звена Ф НЧ типа т на различных часто
тах ,  как и всякой другой цепочечной схемы, определяются выражением 
(7 .3) :  

получаем: 

g r m2 Z1 
sh '"2 = V 412 [ I + 4i2 ( l -m2)] 

(7 .50) 

Если Zl И Z2 представляют собой реактивные сопротивления разных 
знаков, то из формулы (7.50) следует: 

при 0 <  ю < Юср а = О; 

при (Оср < (о < (000 
а mQ 

ch - =  
2 V I -Q2 ( 1 -m2) 

(7 . 5 1 )  

После частоты ю"" знаки сопротивлений Zlffi и Zzm становятся оди
наковыми ,  и в соответствии с выражением (7.50) затухание следует рас
считывать по формуле 

а mQ 
sh - = --:;-h=:=;�:;:::=� 2 V 1 - Q2 ( 1  _m2) 

При ю -+ 00 велИЧина sh .!!.. -+ 
т 

2 Уl-m2 ' 
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Из выражения  

Отсюда 

I (7 .50) видно, что а -+ 00 при Q2 = Q';' = ' -m2 • 

(Ooo = (Ocp/VI -m2; m =VI - I /О� . 

Таким образом , изменяя коэффициент т, можно перемещать всплеск 
затухания по оси частот. Общий характер зависимости а от Q и m пока
-зан на рис. 7 . 1 3. 

Рассмотрим зависимость от частоты фазового сдвига: 

при О < (о < (Оср 

при (Оср < (о < (000 

при ffi > шоо Ь = О. 
Зависимость Ь (Q) иллюстрируется рис. 7 . 1 4. 

(7 . 52) 

Ч астотные зависимости затухания и фазового сдвига для звеньев ти
па т сложнее, чем для звеньев типа k,  и определяются величиной т. 

Характеристические сопротивления фильтра типа т. Каждое полу
звено фильтра типа m имеет два характеристических сопротивления, 
одно из которых является характеристическим сопротивлением прото
типа. Так, согласно формуле (7. 1 8) последовательно-производное полу
звено ФНЧ со стороны._ r имеет характеристическое сопротивление: 
ZTm = ZTk = R Уl - Q2.

�' 

Найдем его характеристическое сопротивление со стороны П по 
{)бщей формуле (7.2) : 

(7 . 53) 

Аналогичное выражение можно 
производного полузвена: 

получить для ZTm параллельно-
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R V I - 02 RO;" VI - 02 
ZTm = [ 1 _02 ( l -m2)] - (g� _02) 

(7 . 54) 



о 1 {Ii 

Рис. 7. 13 

�8 52 

�,pa6 
Ji: 

о 

Рис. 7.14 

Зависимости характеристических сопротивлений фильтра типов 
т от относител ьной частоты при различных значениях коэффициента т 
приведены на p;iC . 7 . 15 .  Из кривых видно, что при т = 0,59...;.-0,61 
характеристические сопротивления меньше всего зависят от Q в по
лосе пропускания .  �o обстоятельство используют для согласования 
фильтров с J-Iагрузками включением на входе и выходе многозвенных 
фильтров полузвеньев типа т с т =0,59 или близким к нему значением. 

В полосе непропускания на частоте 00 00  сопротивление ZTm --- 00 ,  
а ZПm = О ,  так как ZTm!R = R!ZПm. 

Из выражений (7 .50) , (7 .53) и (7.54) следует, что при т = 1 ,  Qoo = 
= 00 фильтр типа т преобразуется в фильтр типа k .  Таким образом , 
фильтр типа k можно считать частным случаем фильтра типа т .  

Переход от ФНЧ типа т к ФВЧ или полосовым фильтрам можно 
осуществить преобразованием частоты. Следует отметить, что при пе
реходе от ФНЧ к ФВЧ заменой ОО!ООс р на оос р/оо в случае фильтра типа 
т в одноэлементном двухполюснике изменяется знак реактивного со
противления. Второе сопротивление, образуемое двухэлементным двух
полюсником, не меняется . Схемы ФВЧ и ПФ типа т ,  построенные в 
соответствии с выражениями (7 .46)-(7 .49) , приведены на рис. 7 . 1 6. а 
и 6 .  

Iтт 7r 
1,5 
1 

0,5 

О Г-�и.�z'о.�*-D�.5�о.�8���--�� 
-0.5 
- 1  

- ?  
Рис. 7.15 

0--.... --0 О 

Рис. 7.16 
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7.8. ТРЕБОВАНИЯ К ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ФИЛЬТРАМ. 

ПРИМЕР РАСЧЕТА 

Электрическии фильтр должен пропускать без потерь электричес
кие колебания с одними частотами (например , Ф НЧ при 0 <  Q < 1 )  
и оказывать сопротивление колебаниям с другими частотами . Для того 
чтобы фильтр на частотах полосы пропускания был приспособлен к 
отбору энергии от генератора и передаче ее нагрузке, он должен иметь 
активное и не зависящие от частоты в этом диапазоне характеристичес
кое сопротивление. 

На частотах полосы задерживания фильтр должен иметь постоян
ное затухание, соответствующее заданному ослаблению токов со всеми 
частотами полосы задерживания. 

Поскольку электрические фильтры имеют зависящее от частоты 
характеристическое сопротивление и не дают постоянного затуханчя 
в полосе задерживания , при проектировании каждого фильтра сле
дует устанавливать допустимые отклонения характеристик фильтра 
ZX (Щ в полосе пропускания (у ФНЧ при 0 <  Q < 1 )  и а (Щ в полосе 
задерживания (у ФНЧ при 1 < Q < (0) от идеальных. 

Характеристики фильтров по сопротивлению. Неравенство харак
теристического сопротивления фильтра Zx сопротивлению нагрузки R н 
на каких-либо частотах полосы пропускания приводит к появлению на 
этих частотах дополнительного затухания да, значение которого 
оценивается выражением (7 .42): 

1 ( RH Zx ') .1а = аРllб = lп - � + - . 

2 Zx R,• 

Эта величина равна нулю, если R H  = Zx. 
Из выражения (7.42) следует, что при проектировании фильтров 

необходимо добиваться возможного улучшения согласования его с 
нагрузкой. Последнее достигают двумя способами . Первым простей
шим из них является расширение полосы пропускания фильтра по 
сравнению с полосой частот, которая должна быть пропущена фильт
ром с малым затуханием, и выбор оптимального сопротивления фильтра 
Zx (О) в соответствии с рис. 7. 1 7, а (на примере фильтра ФНЧ, выпол· 
ненного на схеме Т). Как видно из рисунка , сопротивление фильтра 
точно равно сопротивлению нагрузки R и на некоторой средней частоте 
полосы пропускания Q = k. На краях полосы пропускания на частотах 
Q = О и Q =: k1 сопротивление фильтра в Z х (0)/ R и раз больше, или 
в Zx (О)/Rи раз меньше сопротивления нагрузки . Такой выбор Zx (О) 
при заданном R н является оптимальным, поскольку обеспечивает наи
меньшее увеличение затухания при данном значении величины k1, 
называемой к о э Ф Ф и ц и е н т о м и с n о л ь з о в а н и я п 0-
л о с ы п р о  п у с к а н и я .  Чем точнее мы хотим согласовать фильтр 
с нагрузкой, тем меньшей следует выбирать величину k1. 

Найдем связь между величинами Zx (О)/Rи и k1 • Для фильтра типа 
k ,  выполненного по схеме Т ,  
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Z.(6) 

К/Н _Н_ 

о) ла,Нп 0,1 

0.1 
l. (О) t----I--\. 

'--__ L-J..J..- О '--__ -..:::00 .... О К К, тrг 1,0 0,6 
Рис. 7. 17  

При Q = k1 

Отсюда 

К, о 

4 ' o--� Zx (O)/RH = 1 / У 1 -k� . 

4) ла,Нn 

о k, 
/(, 1 sг 8,8 

Рис. 7 . 1 8  

( 7 . 55) 

Таким образом, для фильтра типа k при оптимальном выборе Zx(O) 
наибольшее рабочее затухание в полосе пропускания в соответствии с 
выражением (7. 42) 

Ла = ]п 1-(Zx (О) + RH )= In -1 [ 1 + V1 - ki ] . 
2 RH Zx (О) 2 4у:---:-::-I - k �  

(7 . 511) 

Соответствующая выражению (7 .56) зависимость l'1.a от k} приведена 
на рис. 7 . 1 7 ,  б. Она позволяет по заданному значению l'1.ашах найти 
необходимое значение k1 . Как видно из этой зависимости, фильтры ти
па k дают хорошее саг ласование с нагрузкой и малое значение l'1.a толь
ко при весьма малом использовании полосы пропускания: k1 < 0,8. 

О фильтрах типа k и других ,  зависимость сопротивления от часто
ты которых подобна зависимости , приведенной на рис. 7 . 17 ,  а. гово
рят, что они являются фильтрами первого класса по характеристичес
кому сопротивлению. 

Вторым более эффективным способом улучшения согласования 
фильтра с нагрузкой является построение фильтра с сопротивлением , 
как у фильтра типа т (рис. 7 . 1 8 , а) (фильтры второго класса по харак
теристическому сопротивлению) . Такой фильтр , как и фильтр типа k,  
можно рассчитывать на сопротивление Zx (О), равное R н .  или на оп
тимальное сопротивление, при котором можно получить равномерное 
отклонение Zx (Q) от Rи в полосе частот 0 <  Q < k1 . 

Решение задачи определения оптимального значения Zx (О) в этом 
случае дает 

(7 . 57) 

2 9 1  



Как видно из выражения (7.57) , фильтр второго класса по сопро
тивлению Zx (0)/ R н также можно представить в виде функции от k1 · 
Это позволяет связать да с kJ • Соответствующая зависимость для оп'
тимального Zx (О) иллюстрируется рис. 7 . 1 8, 6. 

Характеристика фильтров по затуханию. Всякий фильтр , в том 
числе и фильтр типа k,  на некоторых частотах может дать неограни
ченно большое затухание. Необходимо, однако, чтобы некоторое ми
нимальное заданное затухание amln поддерживалось постоянным на 
всех частотах полосы задерживания .  Вследствие несогласованности 
Zx и R" в полосе задерживания в соответствии с формулой (7. 43) араб 
меньше собственного затухания а на 0,69 Нп. Это обстоятельство долж
но быть учтено при расчете фильтра. Требования к затуханию фильтра 
(как и при обеспечении характеристик фильтра по сопротивлению) 
выполняют ограничением полосы его пропускания и усложнением 
схемы. 

На рис.  7. 1 9, а на примере фильтра типа k показано, что затухание 
ашl п обеспечивается фильтром на всех относительных угловых часто
та х ,  превышающих величину k2, называемую к о э Ф ф и  ц и е н т о м 
и с п о л ь з О В а н и я п о л о с ы з а Д е р ж и в а н и я .  Более вы
сокое затухание вносится тем же фильтром только при меньшем ис
пользовании полосы задерживания . 

Применение ксмбинированных фильтров ПОЗВО.lJяет полнее ис
пользовать n OJIOcy задерживания или при том же использовании полу
чить БОЛl:шее затухание (рис. 7. 19 ,  б).  Приближением всплесков за
тухания к частоте среза УЕеличивается использование полосы задер
живания , но УМЕньшается Qmln И наоборот (см. рис. 7. 1 3) .  

На практике приходится составлять фильтры, содержащие до двух, 
трех и более звеньев с разными значениями коэффициента m .  Пра
вильный выбор этих значений является одной из основных задач кон
струирования фильтра. Имеются аналитические методы расчета фильт
ров, основанные на использовании теории наилучших приближений и 
применяющиеся прu проектировании фильтров многоканальной связи, 
в которой требования к фильтрам наиболее высоки.  Однако наряду с 
методами аналитического синтеза фильтры рассчитывают и методом 
подбора. 

Пример расчета фильтра методом подбора. Пусть требуется рассчитать 
фильтр для работы между генератором и приемни ком с сопротивлениями RH по 
600 Ом , который пропускал бы все токи частотами ниже 2400 Гц с затухан ием не 
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Рис. 7.20 

более 0, 1 5  Нп и оказывал бы токам с частотами свыше 3200 Гц затухание не 
менее 5,4 Нп .  Фильтр будем рассчитывать по формулам, определяющим его ха
рактеристические параметры , учитывая вли яние несогласованности фильтра 
с нагрузками . Последнее ведет к увеличению затухания фильтра в полосе про
пускания ,  особо возрастающего вблизи частоты среза , и к уменьшению затуха
ния в полосе задерживания до 0,69 Нп. Поэтому расчет следует вести по кри
вой затухания 1 (рис. 7.20, а) на аmlп = 5,4 + 0,69 = 6 , 1  Нп .  

Не  учитывая  затухания , возни кающего вследствие потерь в элементах фильт
ра,  определим коэффициент использования полосы пропускания k1 по кривой 
(см . рис. 7. 1 7, б) . 

При /'и = 0 , 1 5  Нп,  k1 = 0,94 
fcp = 2400jO ,94 = 2560 Гц.  

Соответствующее k1 оптимальное 

Rи 
сопротивление на йдем по формуле (7 .55) : 

Z х (О) = -4---=-:2......-

V 1 -k� 

600 --..::.::...=---- = 1050 Ом . 4 
V 1 - (O ,94)2 

Перейдем к обеспечению характеристики фильтра на частотах полосы за 
держивани я .  Поскольку для получения затухания в глуби не задерживания не
обходимо включение в схему фильтра звена или полузвена типа k, рассчитаем 
элементы последнего по формулам (7.22) : 

L 
R Zx (О) 

лfср лfср 
1 

с -- - --=---

лf('р R лfср Zx (О) 
а 

1050 
----- = 0 ' 13 1  Гн _ 

3 , 1 4 · 2560 
1 -----=.--- = 0 , 1 17 . 1 0 -- 6 Ф .  

3 , 1 4 · 2560 · 1050 

По формуле ch '2 = Q построим характеристику затухания звена типа k. 

Задавая частоты, лежащие в полосе задерживани я ,  и определяя х по rh х, 
получим :  

f . . . 
Q=4/fcp · 

а . .  

2600 
1 ,015 
0 ,35 

2800 
I ,ОЯ5 
0 ,87 

3000 
] , 1 7  
] , 1 6 

3200 
] ,25 
1 ,39 

3600 
] , 40 
1 , 74 

4400 
1 ,72 
2 ,28 

6000 
2 ,35 
3 ,02 

Сравнение затухания одного звена типа k с требующимся показывает, что 
в схему фильтра следует включить два звена ;  затухание эти х звеньев характе
ризует кривая 2 (см . рис. 7.20, а). 

Дальнейшее приближение кривой затухания фильтра к заданной можно полу
чить, включив в схему фильтра звено типа 111. Поскол ьку наибол ьшее приращение 
затухания должно быть на частоте , . 3200 Гц, примем эту частоту за /00 . 
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на : 

Рассчитаем КОэффициент m. 
ПО кривой,  приведенной на рис. 7 . 1 3 ,  для т = 0 ,59 найдем затухание зве-

t . . .  Q=f/fcp . 
а . . . 

2600 
1 ,0 1 5  0 ,6 

2800 
1 ,095 
1 , 7  

3000 
1 , 1 7 
2 , 7  

3200 
1 ,25 

3600 
1 , 40 
2 , 7  

4400 
1 , 72 
2 , 0  

6000 
2,35 
1 ,6 

(рис. 7.20, а, кривая 3). 
ИЗ кривой 4 (2 + 3) (см. рис.  7.20, а) видно, что наименьшее суммарное зату

хание будет на t = 3500 гц: а >  6 , 1  Н п .  Следовательно , заданные требования 
удовлетворены.  Схема Этого фильтра приведена на рис. 7.20, б. 

Объединяя индуктивности звеньев типов k н т , получим схему (рис. 7.20, в) , 
в которой в соответствии с параметрами звена типа т :  

L 0 , 13 1  - 6  L1 =L4 = - =  Гн ; С1 = Сэ= О , 1 1 7 · 1O Ф ;  
2 2 

L L. l -m2 
L� = Lз = - (l +m) = O , 102 Гн ; Lь = - =0 ,05� Гн ; 

2 2 т 
С 6 С2 = т m=0 ,О345 . 1O- Ф .  

7.9. МОСТОВЫЕ ФИЛЬТРЫ 

У словня пропускання и задерживания мостовых фильтров. В уст
ройствах автоматики , телемеханики и связи находят применение мо
-стовые реактивные фильтры, которые отличаются от цепочечных более 
разнообразными частотными характеристиками и позволяют добиваться 
существенного улучшения частотной характеристики затухания . Усло
вия пропускания и задерживания мостоР.ых фильтров отличаются от 
цепочечных. Если цепочечный фильтр не пропускает колебания бла
годаря  обрыву или шунтированию цепи, то мостовой задерживает ко
лебания при уравновешивании моста . 

Собственные параметры передачи симметричной мостовой , или, что 
то же, скрещенной, схемы (рис. 7.2 1 , а) определяются следующим обра
зом: 

Zи =  VZl Z2 ; 
т ак как g = а + jb, то 

th 1. = 11 / Z1 . 

. 2 V Z� 

g sh а + j siп Ь {Т 
t h --- = = ---.!. 

2 сЬ а + cos ь Z" (7 . 58) 

Если Zl И Z2 представляют собой реактивные сопротивления разных 
знаков, то из выражения (7.58) 
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�остовая схема, составленная из 
реактивных сопротивлений разного 
знака,  пропускает сигналы без зату
хания .  

Если Zl и Z2 - реактивные сопро
тивления одного знака, то из выра
жения (7. 58) о) о �CP CIO Z1 0�----�,��-------- x 

sh а -- ,  
сЬ а +  cos ь (� . .\'2 Z2 x----.-----------�o 

sin Ь ---- = 0 .  8) Х 
сЬ a+ cos Ь 

В озможны два варианта решения 
полученной системы: О I"""'---::o�---'-----

1 .  Ь = О; cos b = l ; 

sh а 
У-

а Х l  th T= 
� . 

cb a -:- 1 

Поскольку th не может быть боль
ше единицы, данное решение возмож
но при Ix1 1  < Ix2 1 ;  

2 . Ь 0= ± л; cos Ь = -J ; 

I 
I 

R '" z : \ 
, I 
\' 

о t»cp 

I 

:� 
I 
I 

Так как cth больше единицы, то Рис. 7.2 1 

I x1 1 > Ix2 1 · 
Если Zl = Z2; th � = cth � = 1 ,  то а -+ 00 ,  что соответствует пол

ному равновесию плеч моста. 
Для получения фильтрующих свойств Zl И Z2 следует выбрать та

ким образом , чтобы на частотах полосы пропускания они были реактив
ными сопротивлениями разных знаков, а на частотах полосы задержи
вания - реактивными сопротивлениями одного знака. 

Простейший мостовой фильтр нижних частот (рис. 7.2 1 .  б). Для 
этого фильтра 

- J'L 
Z 

. L Z 2 ( 2  2 )  1 = /00 1;  2 = 00 - ООср • 
' -. _____ . _ _  / <о 

На рис. 7 .2 1 . 6,  в и г соответственно даны распределения полюсов, 
и нулей функций сопротивлений Zl и Z2' зависимости их от частоты и 
характеристики фильтра. При равенстве сопротивлений Zl и Z2 мост 
уравновешен и затухание фильтра а = 00 .  По сопротивлению этот 
фильтр подобен фильтру типа k, затухание же его соответствует за
туханию звена типа т .  При т = 1 затухание соответствует таковому 
у фильтра типа k .  
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Характеристики фильтра по сопротивлению и затуханию опре
деляются выражениями: 

ZM = V Z1 Z2 = V' L1 L2 (ro�p _ro2) = R V 1 _02 .  
Г де R =с V·-:-L-1/""'c""2 ; О = ro / roc r • 
[ сравним с выражением (7. 18) 1 :  

t h  � =, 1 / �
2
1 

= уГ jroL 1 _ �m;:a== V _i_L2_ (ro2 _ro2 ) V 02 - 1  
ro ер 

где m = VL1/L2 '  
Поскольку затуханию а = 00 соответствует значение th  � = 1 ,  

постольку относительная частота Q"" удовлетворяет условию 

или 
1 m2 = 1 - -а 2  
00 

Из этого следует, что значение Qoo определяется соотношением 
между значениями L1 и L2 ,  а входящий в выражение для th ; коэффи
циент т имеет то же значение, что и для цепочечных фильтров типа т .  

Вид характеристик мостового ФНЧ указывает на эквивалентность 
его однозвенному фильтру типа m (рис. 7 . 22, а и 6) . Схемы, приведен
ные на этих рисунках, по условиям передачи полностью эквивалент
ны друг другу на всех частотах, но физическая сущность изменения 
условий передачи в них различна.  Например , всплеск по затуханию в 
мостовой схеме получается вследствие равенства сопротивлений Zl и 
Z2 И уравновешинания моста , а в цепочечной схеме Т - в результате 
обращеш!я Z2 в нуль И закорачивания тем самым тракта передачи . Та
ким образом, мостовые фильтры ФНЧ имеют цепочечный эквивалент 
в виде производных звеньев типа т, которые при т = 1 преобразу
ются в звенья типа k .  

Сравнение схем мостового ФНЧ и последовательно-производного 
звена типа m Ф НЧ показывает, что они имеют одинаковые свойства, 
н() содержат различное число сопротивлений: в схему моста входят 
четыре сопротивления,  а в схему Т - только три .  Это обстоятельство 
заставляет при изготовлении  фильтров отказаться от схемы моста со 
сложными реактивными сопротивлениями в каждом плече и выполнять 
фильтры по другим эквивалентным схемам (рис. 7.22, в и г) . Любую 
из схем (см.  рис.  7 .22) можно рассчитать как по формулам для звеньев 
типа т ,  так и по формулам, определяющим параметры передачи моста . 

Выполнение фильтра по мостовой схеме требует более точного по 
сравнению с фильтром, построенным по цепочечной схеме, подбора 
индуктивностей и емкостей . Вследствие этого иногда отдают предпоч
тение цепочечным схемам . 

Простейший фильтр верхних частот (рис. 7.23,а). Для этого фильтра 
1 'L Zl = �C ; Z2 = L.J. (ш2 - Ш�р ) .  На рис .  7.23, 6 и в приведены схемы 

Jro 1 ro 
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Рис. 7.23 Рис. 7.24 

расположения полюсов и нулей соответственно для Zl и Z2' зависимо
сти их от частоты и характеристики фильтра. 

Простейший мостовой ПФ. Схема фильтра и его характеристики 
приведены на рис. 7 .24, а-в . В отличие от простейших мостовых ФНЧ 
и ФВЧ простейший мостовой ПФ эквивалентен ПФ типа k.  Его зату
хание не имеет всплесков. На практике мостовые полосовые фильтры 
строят по схеме, приведенной на рис. 7 .24, г. 

Построение мостовых фильтров с более совершенными характери
стиками . Затухания ФНЧ,  построенных по схемам (см. рис. 7.22) , име
ют один всплеск и затем уменьшаются . Для получения более постоян-

297 



ного затухания в какой-либо полосе частот в случае выполнения фильт
ра по цепочечной схеме следует последовательно первому звену вклю
чить второе с такой же частотой среза. но имеющего всплеск затухания 
на другой частоте. При выполнении фильтра по мостовым схемам тот 
же эффект увеличения  затухания в полосе задерживания может быть 
достигнут усложнением СОПРОТИВЛеНИЙ Zl и Z2' Это является одной из 
особенностей мостовых схем. 

Рассмотрим схему (рис . 7.25, а) . Она является схемой ФНЧ, но 
с более сложными образующими его сопротивлениями . В данном слу
чае 

'L Z _ _  1_] ( 2 2 ) ' ] 
-- --- (J) (J) -- ООП ' 

где 0011 - резонансная угловая частота в полосе пропускания . 

Распределение нулей и полюсов функции сопротивлений . а также 
зависимости Zl (0) ) ,  Z2 (0)) . а (0)) , ZM (О» приведены на рис. 7 .25. б. 
в и г. 

Характеристики фильтра определяются выражениями: 

ZМ О VZI Z2 �СС V-LJ L2 «(J)2 _IJ)�р) R V I -Q2 ; R VL] /C2; 

Н] (Q2 _ а;2) 

Q VQ2 - 1  
( 7  . 5�) 

Характеристика сопротивления этого фильтра по-прежнему подоб
на характеристике фильтра типа k,  характеристика же его затухания 
соответствует двухзвенному фильтру типа т. 

Таким образом, усложнение частотных зависимостей сопротивлений 
Zl и Z2 введением в них резонанса на угловой частоте О> п .  лежащей в 
полосе пропускания ,  эквивалентно добавлению в схему цепочечного 
фильтра звена типа m с другим значением коэффициента т, определяе
мым величиной а. 

Для выявления возможности изменения свойств мостового фильтра 
по сопротивлению рассмотрим схему (рис. 7 .26, а) . Для нее 

k1  IJ)2 _IJ)� k2 1J)2 _IJ)�p ZI "" � Z2 'c= -. -----::!:...--;00 002 - 00: . I (002 - oo�) (002 -00;) 
Здесь зависимости сопротивлений Z] и Z2 от частоты содержат ре

зонансные частоты О> п И О>з, где 0>з - частота, лежащая в полосе за
держивания  (рис. 7.26, б) , Зависимости Z} (O» , Z2 (0)) '  а (0)) , ZM (O» дЛЯ 
этой схемы приведены на рис. 7.26, в и г. 

Характеристики фильтра определяются выражениями: 
г / 002 _002 

ZM = V Zl Z2 = 1 / -k] k2 ___ .:;!cp� . -_ JI (002 -00:)3 

где H C- lJ)ср/(j Vk1 k2) , � ==lJ)з/lJ)ср , 
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!сравним с выражением (7 .54) , определяющим ZT 1 ;  m 

где Н. =Ыер Yk1/k2 ;  а = о)л/ о)ср · 

Н] (Q2 _ a2\ 

Q YQ2 _ J  

ФНЧ (см. рис. 7.26) имеет такую же характеристику затухания ,  
что и фильтр (см. рис. 7.25) . Усложнение сопротивлений Zl и Z2 вве
дением резонансов на угловой частоте (i)з изменило характеристику 
этого фильтра по сопротивлению, превратив его в эквивалентное Z тт. 
В этом проявляется вторая особенность мостовых фильтров, за
ключающаяся в возможности изменения свойств фильтра по сопротив-

О) о ЫП �CP � х:--<?>-.....,....;, �---�X 

В) х 
O-�I--1----------�x 

, , 
I I 
I I 
I I 
I 

О I"--+<-�-+---:----

г) а l 

I 
I 
I 

о 

Рис ·7.25 
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лению независимо от его свойств по затуханию. и наоборот. Для фильт
ров. выполненных по цепочечным схемам, это невозможно.  

Как следует из формул (7.59) и (7 .60) ,  свойства фильтра по зату
ханию определяются резонансными угловыми частотами <О п дЛЯ Z1 И 
Z2 ' лежащими в ПШlOсе пропускания и называемыми к о н т р о л ь
Н ы М и ч а с т о т а м и п о л о с ы п р о  п у с к а н и я ,  а свойства 
фильтра по сопротивлению- к о н т р о л ь Н ы М и ч а с т о т а м Ii 
<0з П О Л О С Ы З а Д е р ж и в а н и я .  

Для получения необходимого затухания в полосе задерживания 
приходится строить многозвенные цепочечные схемы или мостовые 
схемы с многоэлементными сопротивлениями , для которых функция 
th � содержит нескольКО контрольных частот. 

Все сказанное о мостовых ФНЧ при преобразовании частоты пе
реносится на ФВЧ и ПФ. Например , для получения из схемы ФНЧ (см. 
рис. 7 .2 1 , б) равноценного по характеристикам ФВЧ следует во всех 
характеристических выражениях <О/<Оср заменить на <оср!<о, т. е. в 
качестве Z1 вместо катушки применить конденсатор . Схема Z2 при ука
занном преобразовании частот не меняется . ПФ можно получить, за
менив в схеме (см. рис.  7 .2 1 , б) (!j на (<02 - <Об)/ ю, т. е. включив в схему 
в качестве Zl вместо катушки колебательный контур и сооответственно 
усложнив Z2' Совокупность схем полосовых мостовых фильтров не 
исчерпывается схемами , которые можно получить такими преобразо
ваниями из схем Ф НЧ . однако установленные выше общие закономер
ности сохраняют силу для всех мостовых фильтров. 

Пьезоэлектрические и механические фильтры. Многие кристаллы, 
такие как кварц, турмалин и др . ,  обладают п ьезоэлектрическим эф
фектом. Последний заключается в появлении на поверхности опреде
ленным образом вырезанной из кристалла пластины электрических 
зарядов одного знака при механическом ее сжатии и противоположного 
при растяжении. Пластина при заряде сжимается или расширяется в 
зависимости от знаков заряда. 

Кварцевая пластина, помещенная между плоскими электродами 
(обкладками) , к которым подведено переменное напряжение, соверша
ет колебательные движения и ведет себя как электрическая колеба
тельная система. Благодаря большой механической прочности и упру
гости кварца полученные таким образом колебательные системы ока-

а) 1 о} 

1 1 J z 
2 
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зываются надежными и высокодоброт
ными. :J P  

На рис. 7.27, а приведены условное 
изображение кварцевой пластины с 
обкладками · и ее эквивалентная схема. � 
При подключении к зажимам 1-2 пере-

с 

менного напряжения кварц ведет себя 
1 как высокодобротный трехэлементный o>-------4�----..... O 

двухполюсник LC с двумя резонансны
ми частотами . 

Рис. 7.28 

Это свойство кварца привело к широкому использованию его для 
стабилизации частоты автоколебаний и при построении  частотных элек
трических фильтров. Наибольшее распространение получили полосовые 
кварцевые фильтры, широко применяемые в аппаратуре связи и 
телемеханики. Пример схемы такого фильтра и его характеристика 
затухания приведены на рис. 7.27, 6 и в. Расчет фильтра по эквивалент
ной схеме кварцевого резонатора не отличается от расчета мостового 
фильтра LC (рис. 7. 27, г) . 

В последнее время в качестве резонаторов стали применять механи
ческие системы. Соответствующие фильтры получили название м е х а
н и ч е с к и х. Такие механические системы изготовляют в виде пла
стин и стержней , в которых возбуждаются механические колебания . 
Особо удобным оказалось использование металлических  (из сплавов 
инварной группы) стержней, в которых возбуждаются крутильные 
колебания .  Распространение крутильных колебаний в стрежнях 
круглого сечения подчинено тем же законам, что и распространение 
электрических колебаний в линиях без потерь. 

В качестве основных конструктивных элементов мех анических 
фильтров используют стержни двух разных диаметров, одни из кото
рых представляют собой резонаторы, а другие - связки. Фильтр со
ставляют из цепочки чередующихся резонаторов н связок с элек
тромеханическими преобразователями на входе и выходе. 

Пример построения звена такого фильтра и его эквивалентная схема 
приведены на рис. 7.28 .  

7. 10. ПРИНЦИПЫ ПОСТРОЕНИЯ ФИЛЬТРУЮЩИХ 
И КОРРЕКТИРУЮЩИХ ЦЕПЕй 

НА ОСНОВЕ BPEMEHHblX ХАРАКТЕРИСТИК 

Теория выравнивающих контуров и электрических фильтров пред
ставляет собой раздел Т ЛЭЦ, рассматривающий задачу построения 
цепи по заданным частотным характеристикам. Свойства цепи можно 
отображать также временными характеристиками . Поэтому всякую 
цепь, например элен:трический фильтр , можно строить на основе за
данной временной характеристики.  

Пусть требуется построить электрическую цепь, в которой при воз
действии на ее вход единичным скачком или импульсом напряжения 
возникает ток, изменяющийся во времени по закону i = f (t) . Здесь 
f (t) - произвольная функция времени ,  заданная уравнением или 
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графиком. Она может быть характеристикой фильтра ,  выравнивателя 
или другого устройства . 

При построении цепи, ток в которой должен изменяться точно по 
заданному закону i = f (t) , в общем случае может появиться необхо
димость сделать эту цепь бесконечно сложной . Поэтому при проекти
ровании электрической цепи с заданной временной характеристикой 
следует прежде всего определить допустимую погрешность в воспро-
изведении функции f. (t) . 

. 

Точность воспроизведения заданной функции f (t) в линейных 
цепях  можно выразить различными способами в зависимости от спо
соба представления самой функции .  Например , если функция пред
ставлена рядом Фурье в виде суммы синусоидальных составляющих, 
точность воспроизведения ее вполне определяется числом и точностью 
воспроизведения отдельных гармонических составляющих .  Если функ
ция имеет вид ступенчатой линии , полученной суммированием отдель
ных прямоугольников, то точность воспроизведения функции опреде
ляется числом и точностью воспроизведения ординат. Оба способа пред
ставления функции вполне равноценны и могут быть использоваНbI 
для решения поставленной задачи. 

Рассмотрим построение цепи, переходная проводимость которой по
лучается суммированием гармонических составляющих (рис . 7.29) . 
Если все конденсаторы в цепи, представляющей собой сложный реак
тивный двухполюсник с сопротивлением Z (00) ,  заряжены до напря
жения U и затем разряжаются через индуктивности на сопротивление R, 
то полный ток разряда i (t) равен сумме токов отдельных ветвей. Ток 
каждой ветви изменяется по закону затухающих колебаний с частотой , 
равной частоте резонанса ветви . 

При малых потерях и незначительном затухании колебаний ток 13 
каждом резонансном контуре 

или 

dq d .  . 
lи �= -- =  -- С" и = ыо СИ U = 

dt dt 

Выбором сопротивлений отдельных ветвей Z" = VLи/С" можно 
изменять токи с отдельными частотами в соответствии со спектральным 
составом функции f (t) . Сумма всех синусоидальных токов прибли
женно дает требуемую функцию. Электрические колебания с теми же 
частотами и амплитудами возникают в ветвях цепи при подключении 

Рис. 7.29 
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ее к постоянному напряжению и 
без предварительного заряда кон
денсатора .  

Таким образом, цепь имеет необ
ходимую переходную проводимость 

ШЗ при единичном напряжении:  
N 

А (t) = ; (t) = � lи si!\  (1),,,,  [ .  (7 .6 1 )  
k = l 
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Точность воспроизведения функции f (() зависит от числа слагаемых 
в разложении (7 .6 1 ) ,  т .  е. от числа контуров в формирующей цепи.  
Очевидно, что в качестве формирующих цепей можно использовать так
же реактивные двухполюсники других схем. 

Теперь обратимся к построению цепи,  переходная проводимость . 
которой получается способом суммирования ординат (рис. 7.30 , а) . 
На этом рисунке ЛЗ - линии задержки с временем задержки, равным 
длительности входного импульса '( , У l-У4 - устройства, изменяющие 
значение напряжения импульса . 

Если значения напряжения импульса на выходе каждого из уст
ройств У l-У4 установить равным f (k-r) , то полный ток ,  появляющий
ся на выходе всей системы в точке А ,  будет как раз представлять собой 
приближенно функцию f (t) . Чем больше число линий задержки и чем 
меньше длительность импульса, подаваемого на вход формирующей 
цепи . тем точнее будет воспроизведена функция f (t) .  

Т очно так же можно строить функции переходной проводимости 
при единичном напряжении (рис. 7 .30, б) . 

7.1 1 .  ВРЕМЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ФИЛЬТРОВ 

Расчет по рабочему параметру передачи. BpeMeHHble характери
стики фильтров широко используют при исследовании условий пере
дачи импульсных сигналов и вполне определяются их частотными или 
операторными характеристиками . Для простейших фильтров 
(рис. 7.31 , а и б) BpeMeHHble характеристики определяют отысканием 
L- или F-преобразования соответствующих функций передачи , что ЯВ
ляется несложной задачей . Однако трудности быстро возрастают с ус
ложнением схемы. 

Рассмотрим для примера схему (рис . 7.31 , в) . Это звено ФНЧ типа 
JЛ , нагруженное на постоянные активные сопротивления R .  

3()З 
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Рабочий коэффициент передачи четырехполюсника по напряжению 

Ё ZПРИВ k и �= -- 0= �� 
р 2U2 2R 

соответствующая функция передачи 

I 2(;2 2R 
F и = -- = 

р kpU Е Zприв ' 
где в соответствии с выражением (2 . 1 1 8) 

(Zl1 + R) (R + Z22) -Z12 Z2] Zприв = 
Z21 

Имея в виду, что в рассматриваемом случае 

найдем: 

F __ 

Zприв = (R + jюLI)  [ 2 +-

2R 
ри Zприв 

. 
L 

) R ( I + !Ю
R

1 

2 +  
1 

jюL2 + . с JЮ 2 

Сопоставляя схемы, приведенные на рис. 7 .3 1 , в и 7 . 1 1 ,  б, заметим, 
что 



Введем 1 1 fT R V с '  а также нормированную 

00 частоту 1) = 'Тю = V -

ООср 
Тогда 

ooL1 2L1 
m1'J , = и2 

R С2 R2 
. 

Имея в виду последние соотношения,  представим F ри в виде 
и2 _1'J2 ( 1 -m2) 

F (1'J) = ( 1  + jm1'J) [v2 _1'J2 ( 1 -m2) + jm1'J ( 1 + jm1'J») 

Вводя р = jtj , полу·чим: 

F (р) - (7 . 62) 

Выражение (7.62) есть нормированная рабочая функция передачи 
фильтра .  Найдем корни многочлена знаменателя этого выражения и 
представим его в виде суммы простых дробей . 

Знаменатель выражения  (7 .62) имеет нули при 

1 
Рl = - - ;  

т 

Рабочую функцию передачи фильтра теперь можно представить в 
виде 

А В С 
Р (р) = -- + -- + --

Р -Рl Р -Р2 Р -Рз 

Если на вход фильтра воздействовать единичным напряжением 1 (t), 
изображение которого по Лапласу L [ 1  (t) ]  : и (р) = l /p, то выходное 
напряжение численно будет равно переходной проводимости при еди-
ничном напряжении: Н (t) = L -1 [ ! F (р) ] .  р 

На рис. 7 .3 1 , г приведены зависимости нормированных значений 
функции Н (tюс р) для различных значений коэффициента m .  Умень
шение значения т соответствует снижению индуктивности в схеме 
(см . рис. 7 . 3 1 . в) и приводит к ускорению нарастания тока в сопротив
лении R .  

Для фильтра верхних частот (рис . 7 .32,  а) аналогичными рассужде
ниями получаем: 

Zx (О) 
= _1_ .. / 2L2 = и' 

R R 11 С1 
' 

Р и2 ( 1 -m2) + m2 Р2 
Р (Р) =  (7 . 63) 

и2 + Р и2 + m2 Р + m2 Р2 

Кривые. характеризующие соответствующую выражению (7.63) пе-
реходную проводимость Н (t) = L-1 [-; F (р)] . приведены на 

рис. 7 .32 , 6. 
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Рассмотренные решения являются точными ,  вполне отражающими 
свойства исходных схем . 

Расчет по характеристическим параметрам передачи. Если тот же 
способ решения - определение FР8 б (р) и Н (t) = L-l [ � F (p) J -

р 
применить для многозвенных фильтров, то решение будет затруднено 
громоздкостью выражения для F (р) . Поэтому при определении вре
MeHHblx характеристик многозвенных фильтров выгоднее предполагать 
согласованность нагрузки и пользоваться параметрами передачи g и 
Zx . Для примера рассмотрим схему ФНЧ (рис. 7 .33, а) . Фильтр со
стоит и з  трех звеньев и предполагается нагруженным согласованно. 

ДЛЯ ФНЧ на основании выражения (7 . 1 8) 

гт 1 j" р2 
lx = lT = V С V 1 + oo�p , 

где ООср - угловая ча стота среза . 

Изображение для тока на входе фильтра при действии единичного 
напряжения 

i (t) _ , v (р) 
) lx (р) 

v (р) ООср 

По таблице операционных соотношений (см. табл . 1 . 1 )  находим: 

uV р2 + а2 : J о (at) , 
где Jo - функция Бесселя .  

а) О.5! L L O.5L 
� ...,. о--' 

: = С  = � C  == с f( 

о Zn 

Рис. 7.33 
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Множитель l /р в изображении соответствует интегрированию по t: 
Ulc p t  

i1 (t) = VC7I S Jo (Ыср t) d (Ыср t) . 
о 

Изображение тока на выходе фильтра 

где n - число звеньев фил ьтра; 

Следовательно, e-g можно представить так: 

Тогда изображение тока на выходе фильтра 

. (t) _. С . р 
{- [J/p2 + bl� - p12n 

12 - --. 
L p Yp2 + ы�p 

По таблице операционных соотношений (см. табл. 1 . 1 )  найдем : 

Отсюда 

I (У р2+
а
а2 -- р ) n : Jn (at ) ;  n > 1 .  

V р2+ а2 

_ UlCp t 

i2 (t ) = V C/L J J2n (Ыср t) d (Ы"р [) . 
О 

Характер изменения тока на выходе ФНЧ тот же, что и тока на 
входе (рис. 7.33, 6) , однако с увеличением числа звеньев в фильтре 
повышается порядок функции Jn (fficpt) .  При этом удлиняется пр оме
жуток времени до начала значительного роста тока и уменьшается час
тота его колебаний .  

При х < n функция Бесселя J n (х) весьма мала. Ее заметный рост 
начинается только при .У > N .  ЭТО соответствует используемому при 
построении линий задержки свойству ФНЧ . Время , после которого 
начинается заметный рост тока на выходе, возрастает с увеличением 
числа звеньев. 

Однако неправильно было бы считать, что ток на выходе фильтра 
иемеет место только при t >  2n/fficp• Так как фильтр составлен из 
сосредоточенных СОПРОТИВJlений,  то ток на его выходе появляется одно-
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временно с током на входе, но нарастание его во времени идет сначала 
очень медленно и становится практически заметным только при t >  
> 2n/<ucp .  

Рассмотренное решение основано на известной идеализации 
предположении согласованности нагрузки, а также идентичности всех 
звеньев фильтра. Сложность решения не зависит от числа последних. 

Расчет по идеализированным характеристикам затухания а и фазы 
Ь ,  не учитывающим условия физической реализации. Практически 
фильтры содержат звенья типов k и т ,  различающиеся своими пара
метрами . Практически существующая схема фильтра и его характери
стика приведены на рис. 7.34, а и 6. 

Совершенно очевидно, что в данном случае для расчета переход
ной функции оба рассмотренных выше способа не годятся . Здесь от
казываются от исследования влияния каждого элемента схемы и ап
проксимируют свойства передающей системы целиком. 

Характеристика фильтра по затуханию показывает, что с известной 
степенью приближения можно считать, что 

а ={ о при 0 <  w < ыср} . Ь � Тз ы ;  Zx = R .  
00 при w > Ыср 

(7 . 64) 

Пусть на вход фильтра действует единичное напряжение. Пред
ставим его интегралом Фурье: 

00 
1 1 

S 
s in (O]t u1 (t) = 1 (t) "', - + - dw . 

2 :л  w 
о 

Каждая частотная  составляющая, лежащая в полосе О < <u < (Ос р ,  
будет передана через фильтр без изменения амплитуды, но со сдвигом 
по фазе на угол Ь (<u) = 't"з <u, что соответствует сдвигу соответствую
щей синусоиды по времени на db/dbl = "t"з. Все частотные составляющие, 
для которых <u >  <Ucp, не будут переданы вовсе. 

З08 

Таким образом, выражение для U 2 (/) = Н (1) будет иметь вид: 

1 1 ffi,CP sin (о] (t -Тз) 
112 ( 1 )  ,=, - + - dw . 

2 п ,  w 
о 

(7 . 65) 



Подстановкой ы (t - 'tз) = Х ин- H(tblcp) 
теграл в выражении (7.65) сводится 1 
к интегральному синусу: 

z 

S sin х 
х dx = Si z ,  

о 
для которого имеются таблицы. 

График и2 (t) = Н (tыср) приве
ден на рис. 7 .35 .  

о 
Рис. 7.35 

Хотя полученное решение в ряде случаев и с достаточной точностью 
отображает процессы, оно имеет один существенный недостаток . На
пряжение и2 ([) не равно нулю для отрицательных значений t. Эго зна
чит, что оно появилось на выходе фильтра до включения напряжения 
U1 (t) на его входе. Эго несоответствие объясняется тем, что характери
стики а (ы) и Ь (ы) , которые мы приписали фильтру, являются харак
теристиками физически неосуществимой системы. 

Несмотря на этот недостаток , решение (7 .65) широко используют 
для оценки влияния ширины полосы пропускания фильтра на скорость 
нарастания сигнала , а также как первое приближение, на основе кото
рого могут быть получены другие более точные решения. 

Если на вход фильтра действует напряжение в виде единичного 
импульса 

00 

и 1 (t) = 6  (t) =  � S cos юtdоо , 
о 

то на его выходе получим: 

Ыср 
6 (t ,  ООср) = � s cos ооt ' dоо = W  (( ) 

о 

s in  Юср t '  
- -л:- ---

t
-' "--- ; t '  = t -Тз· (7 . 66) 

Решение (7 .66) , полученное для идеального ФНЧ, можно исполь
зовать для построения соответствующей характеристики ПФ. 

Перепишем соотношения (7 .64) в виде 

F (00) = I при 0 < 00  < ООср ;  F (00) =0 при 00 > ООср . 
Аналогичная характеристика дЛЯ ПФ будет: ' 

F (00) = 0  при 0 <  00 < 001 ; F (00) = I при 001 < 00 < 002 ; F (00) = 0  при 00 > 002 . 

Она может быть рассмотрена как разность двух функций F 2 (ы) 
И Р1 (ы), каждая из которых есть характеристика ФНЧ (рис. 7 .36) . 
На основании этого временная характеристика ПФ получается как 
разность временных характеристик Ф НЧ . 

Представление характеристики передачи фильтра в виде несколь
ких слагаемых можно использовать и для улучшени я  решения (7 .65) 
более точным представлением характеристик ФНЧ. 

309 



о 
F, 
1 1--� 

о Ы/ F·Fz-� 
1 

о fI), 

Рис. 7.36 

F 
1 

0,5 

си! (J О 

fj 
1 

U! О 
Fz 
, 

0,5 

(J 

CU, -tlUJ iЩ" 

о сии - 6/  

Рис. 7.38 
Так, например , амплитудно

частотную хар�ктеристику фильтра 
с пологим срезом F (О) можно пред
ставить в виде суммы двух слагае
мых F1 + F'J. (рис. 7 .37); F1 - это 
характеристика идеального ФНЧ; 

U!ZiJ о ц),-LJIAJ fU' IAJ,.�r.Jr.J О)ср = 0)1 - ДО). 
Рис. 7.37 

р'}. определяется соотношениями: 

Р2 (О) = _
I
_ ( I _ SiЛ л (<0 -0)1) ) при / О) - О)l / < Л <О; 2 2ЛО) 

F2 (<о) = 0  пр}. 1 <0 -0)1 1 >  ЛО) . 

ЭТО хорошая аппроксимация реальных характеристик, которая 
приводит к простым выражениям для Н (t) и W (t) . 

В частности , при б (t) на входе получаем: 
1 s in 0)\ " cos Л<оt ' 

W (t) = -;- ( ' 1 -(2 !!:t ' Y 
Суммой двух слагаемых можно представить и фазовую характери

стику фильтра.  Так , на рис. 7 . 38 показано, как фазовая характеристика 
ФНЧ в полосе пропускания 9 может быть представлена в виде суммы 
двух слагаемых 81 и 92' где 91 = О)ТО И 92 = Ь sin O)-r. 

Характеристика передачи в этом случае 
F (0) =/ F (<о) I еЩ1:0 - b sin Щ1: = I F (0) I еЩ1:. e - b sin Щ = р  (<о)ид e - b "in (0)1: . 

Интеграл Фурье с такой функцией может быть вычислен. Вычис-
ление приводит к следующему выражению для W ( t) :  

W (t) =Jo (Ь) Wo (t) + J1 (Ь) [Wo и + .) - Wo (t -.») + 

+ J2 (Ь) /Wo U + 2T) +W (I -2T)) + J:/ (Ь) [Wo ( t + 3-t) - Wo ( t - 3.)] + . . .  , (7 .67) 
где Ji - функция Бесселя первого рода (' = 1 ,  2 ,  3 и т. д.); 

Wo (t) - импульсная переходная характернстика для идеализированной 
системы .с характеристикой F (<О)ид. 

Таким образом, отклонение фазочастотной характеристики от ли
нейной вызывает появление парных эхо-импульсов с амплитудами , 
определяемыми выражением (7 .67) . 
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Рассмотренные в этой главе приемы определения искажений сигна
лов при прохождении  их через системы передачи с различными харак-
теристиками являются основой специальной дисциплины, называемой 
обычно теорией систем. 

В этом параграфе мы рассмотрели приемы определения BpeMeHHblx 
характеристик электрических фильтров . Эти приемы весьма разнооб
разны и в подавляющем большинстве достаточно сложны. Объем не
обходимых вычислений во всех случаях резко возрастает с усложнением 
схемы фильтра .  Этим и объясняется наличие многих приемов, разли
чающихся детальностью учета исходных данных . 

Развитие автоматики ,  телемеханики и связи идет по пути исполь
зования все более и более сложных фильтров, в связи с чем возрастает 
роль методов, заключающихся в замене реальных амплитудно- и фа
зочастотных характеристик фильтров идеализированными,  BpeMeHHbIE� 
характеристики для которых определяются более просто. 

Наряду с представлением характеристик в виде, показанном на 
рис. 7 .36, 7.37, и 7 . 38, широко ипользуют также метод, основанный 
на замене логарифмических  амплитудно-частотных характеристик 
асимптотическими характеристиками, образованными отрезками пря
мых . Этот последний метод нашел особо широкое применение в теории  
автоматического регулирования и хорошо разработан .  В справочной 
литературе можно найти большое количество таблиц и графиков, поз
воляющих относительно просто и быстро получать приближенные вре
MeHHbIe характеристики фильтров и других четырехполюсных цепей , 
амплитудно-частотные характеристики которых представлены ломаны
ми прямыми .  



Глава 8 
ЦИФРОВЫЕ ФИЛЬТРЫ 

8. 1 .  ПОНЯТИЕ О ЦИФРОВОЙ ОБРАБОТКЕ GИГНАЛОВ. 
ОБЛАСТИ ПРИМЕНЕНИЯ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ 

Цифровую обработку сигна.'10В проводят с целью оценки их пара
метров или преобразования в другую форму средствами вычислительной 
техники . Достигнутый в настоящее время уровень технологии поз
воляет создавать устройства цифровой обработки сигналов с высокими 
быстродействием и надежностью, малыми габаритными размерами и 
низкой стоимостью. Это способствует расширению областей примене
ния цифровой обработки сигналов, которую используют при автомати
ческом регулировании процессов в промышленности и на транспорте . 
Устройства , осуществляющие линейную фильтрацию сигналов цифро
выми методами (т. е. с использованием средств цифровой вычислитель
ной техники) , получили название Ц и Ф р о в ы х Ф и л ь т р о в . 

Если определена функция передачи F (z) цифрового фильтра ,  свой
ства которого повторяют' свойства аналогового фильтра-прототипа с 
функцией передачи F (р), то по ней просто строится каноническая 
схема, которую можно рассматривать как алгоритм обработки сигнала . 
Цифровую фильтрацию сигналов осуществляют на основе выполнения 
операций только трех типов: задержки , сложения и умножения .  По
этому алгоритм цифровой обработки может быть реализован двумя 
способами: универсальной ЭВМ, выполняющей цифровую обработку по 
специальной программе, или специализированным вычислительным 
устройством , выполняющим только три указанные выше операции .  
Первый способ реализации алгоритма цифровой фильтрации называют 
программным, второй - аппаратурным . 

П р о  г р а м м н ы й способ реализации эффективен при модели
ровании различных систем цифровой обработки сигналов, так как поз
воляет легко изменять алгоритм фильтрации .  Цифровые фильтры , 
предназначенные для работы в системах автоматики , телемеханики и 
связи , должны обрабатывать сигналы в реальном масштабе времени, 
т .  е .  за время, не большее периода дискретизации входных сигналов , 
что является их особенностью. Использование универсальных ЭВМ 
для этих целей практически невозможно из-за их сравнительно низ
кого быстродействия и значительной стоимости . А п п а р  а т у р 
н а я реализация цифровых фильтров основана на использовании циф
ровых интегральных схем, представляющих собой регистры сдвига , 
сумматоры, умножители и т .  п .  Она стала возможной в связи с появле
нием в последние годы больших интегральных схем , имеющих большие 
функциональные возможности и высокое быстродействие. 
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По сравнению с аналоговыми цифровые фильтры имеют ряд досто
инств, к которым относят высокую стабильность параметров, простоту 
изменения характеристик,  хорошую их повторяемость в процессе про
изводства. При использовании цифровых фильтров не возникает задачи 
согласования нагрузок, они могут работать в диапазоне от сверхниз
ких частот до частот, измеряемых мегагерцами. Вместе с тем цифровым 
фильтрам присущи и некоторые специфические особенности, обуслов
ленные цифровым характером обработки сигналов. 

Цифровые фильтры используют в системах управления различными 
объектами и процессами ,  где алгоритмы обработки могут быть настоль
ко сложными ,  что аналоговыми устройствами реализованы быть не 
могут. Другая важная область применения цифровых фйльтров - это 
обработка низко- и инфранизкочастотных сигналов, когда использо
вание аналоговых устройств затруднено из-за больших габаритных 
размеров катушек индуктивностей и конденсаторов. Области приме
нения цифровых фильтров будут непрерывно расширяться в связи с по
явлением и широким распространением микропроцессоров, специали
зированных БИС и т. П . ,  уменьшением их  стоимости и повышением быс
тродействия .  

Н а  железнодорожном транспорте цифровые методы обработки сигна
лов, и в частности цифровые фильтры, смогут найти применение в пер
спективных системах связи, например в устройствах сопряжения систем 
передачи с частотным и BpeMeHHbJM разделениями каналов (транс
мульти плексорах), во вновь разрабатываемых устройствах железнодо
рожной автоматики. 

8.2. ЛИНЕйНАЯ МОДЕЛЬ ЦИФРОВОГО ФИЛЬТРА. 
НЕРЕКУРСИВНЫЕ И РЕКУРСИВНЫЕ ФИЛЬТРЫ 

Понятие фильтр будем использовать в широком смысле как уст
ройство для обработки сигнала заданным способом . Как отмечалось ,  
частотные фильтры, пропускающие определенные полосы частотных 
составляющих ,  являются одной из разновидностей фильтров. 

Поскольку цифровой фильтр обрабатывает сигналы на основе ис
пользования вычислительной техники, то сигнал, поступающий на 
вход вычислительного устройства , должен быть цифровым, т. е .  дис
кретным и квантованным . Как правило, исходный , подлежащий обра
ботке сигнал является аналоговым, поэтому на первом этапе цифровой 
обработки его преобразуют в пифровой дискретизапией и квантова
нием ,  что осуществляет устройство, называемое а н а л о г о-ц и ф
р о в ы м п р е о б р а з  о в а т е л е м (АЦП) .  

Д и с к р е т и з а Ц и я представляет собой замену непрерывного во 
времени сигнала последовательностью отсчетов (выборок) ,  взятых че
рез определенные интервалы времени.  Ранее отмечалось, что дискре
тизация должна осуществляться с частотой, достаточной для сохра
нения точности представления непрерывного сигнала. К в а н т 0-
в а н и е - это замена выборок напряжения дискретного сигнала, каж-

. дая из которых может принимать бесчисленное множество значений,  
выборками напряжения , принимающими одно из конечного числа зна-
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Рис. 8. 1 

чениЙ. Квантование эквивалентно округлению 
числа при вычислениях и должно осущест
вляться с необходимой для решения задачи 
точностью. В результате выполнения опера
ций дискретизации и квантования сигнал на 
выходе АЦП есть последовательность выборок 
сигнала, представленных в виде, пригодном 
для обработки вычислительным устрой-
ством. 

Квантование отсчета (выборки) можно рассматривать как появление 
в тракте обработки сигнала некоторой помехи , максимальное значение 
которой не превышает половины шага квантования .  Последнее можно 
представить схемой (рис. 8 . 1 ) ,  где инв (kT) - квантованное значение 
выборки; �и (kT) - погрешность представления выборки сигнала 
и (kT) , обусловленная квантованием .  Если погрешность квантования 
пренебрежимо мала , то wожно считать, что филЬТр осуществляет пре
образования точных значений выборок дискретизированного сигнала. 
Такой фильтр называют Д и с к р е т н ы м .  Если требуется учет по
грешности , вызванной квантованием выборок дискретизированного 
аналогового сигнала, то возникновение и преобразование этой по
грешности цифровым фильтром следует рассматривать совместно с пре
образованием квантованных отсчетов, пользуясь при этом представ
лением выборок сигнала , показанным на рис. 8. 1 .  

Таким образом, в обоих случаях можно рассматривать прохожде
ние через фильтр последовательности отсчетов дискретного сигнала . 
При этом , как отмечалось в главе 1 ,  для цепей , находящихся под воз
действием дискретных сигналов, можно использовать те же характери
стики, что и для аналоговых цепей . Реакцию цепи на единичный им
пульс называют и м п у л ь С Н О Й х а р а к т е р и с т и к о й  
ц е п  и .  Для аналоговых цепей она представляет собой непрерыв
ную функцию G (t) .  Если единичный импульс 

{ 1 при k = O  
х (kT) = () (kT) c� 

О при k =1= О 

подать на вход цифрового фильтра, то сигнал на его выходе будет пред
ставлять собой дискретную последовательность значений, следующих с 
интервалом Т, называемым и н т е р в а л о м Д и с к р е т и з а Ц и и. 
Этот сигнал является и м п у л ь С Н о й  х а р а к т е р и с т и
к о й ц и Ф р о в о г о Ф и л ь Т р а .  

При воздействии на цепь с импульсной характеристикой G (kT) 
сигналом, представляющим собой последовательность значений х (kT), 
выходной сигнал по аналогии с интегралом свертки (1 . 1 4) определя
ется дискретной сверткой: 

k k 
У (kT) �c � х ( IT) G (kT - 1Т) = � х [ (k - l) Т] G (lT) . (8 . 1 )  

/ = 0  / = 0  
Формула (8. 1 ) определяет значение k-й выходной выборки.  Для на

хождения выходного сигнала ее следует применить многократно для 
последовательного вычисления у (О); У (Т) ;  У (2Т) и т. д. 
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o(kТ) 

+ 

Рис. 8.2 

fJ(Jtj 
y(kТ)=fj(1IТ} 

и, (е) = x(t) 

Рис. 8.3 

Реакция фильтра на единичный импульс: 

k k 
У (kT) = G  (kT) = � х ( (k - l) Т] g ( /Т) = � 6 ( (k - l) Т] g (IT) . (8 . 2) 

/ = 0  / = 0  

Если реакция фильтра на единичный импульс представлена конеч
ным числом отсчетов, то G (kT) состоит из конечного числа членов К. 
в этом случае и реакция фильтра у (kT) на сигнал , представляемый 
конечным числом отсчетов х (kT), имеет конечное число отсчетов. Так, 
например,  при К = 3 импульсная характеристика фильтра определя
ется четырьмя значениями: 

у (kT) = G  (kТ) = 6  (kT) g (O) -j6 l(k - l ) Т] g (Т) + 6  ( (k -2) Т] g (2Т) + 
-+-6 ( (k  -3) Т) g (3Т) . (8 . 3) 

Последнему выражению соответствует схема (рис .  8.2) , которая 
входную последовательность отсчетов х (kT) преобразует в выходную 
у (kT) и представляет собой дискретный фильтр с импульсной характе
ристикой G (kT) . Эта схема является также моделью цифрового фильт
ра , в которой не учитываются погрешности квантования. Такую модель 
называют л и н е й н о й .  На схему, приведенную на рис. 8 .2 ,  можно 
смотреть и как на форму представления алгоритма преобразования 
х (kT) в у (kT) в соответствии с выражением (8 . 1 ) . Рассмотренный 
фильтр не имеет цепей обратной связи и называется н е р е к у р
с и в н ы м. 

Для практической реализации нерекурсивного фильтра импульс
ная характеристика G (kT) должна представлять собой последователь
ность с конечным числом членов. 

Если импульсная характеристика содержит бесконечное число от
счетов, быстро убывающих по значению, то можно, отбросив отсчеты с 
малыми значениями , ограничиться конечным их числом . Если же 
отсчеты импульсной характеристики не убывают по значению, то не
рекурсивный фильтр реализовать невозможно. 

Пусть, наПРИ\iер , необходимо создать цифровой фильтр , эквива
лентный цепи (рис. 8.3) ,  которую в этом случае называют Ф и л ь Т -

Р о м-п Р О Т О Т Н П о м. Такая цепь была рассмотрена в § 1 . 1 ,  а ее 
импульсная характеристика (см . § 1 . 5) имеет вид: 

r 
r - - t 

G и) = - е L �� a e - a,t . 
L 
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Импульсная характеристика дискретного фильтра : 

G (kT) = а e - akТ;  k = O ,  1 , 2 . (8.4) 
Как ВИДНО, она содержит бесконечное число отсчетов. Соответст

вующий фильтр можно построить двумя способами: 
заменить бесконечную последовательность конечной , отбросив от

счеты, значением которых можно пренебречь, и построить по ней не
рекурсивный фильтр (см . рис. 8.2) ,  где G (О) = а; G (Т) = ae-аТ; 
G (2Т) = ае-2ат ; G (3Т) = ae-3аТ и т. д. ; 

охарактеризовать цепь дифференциальным уравнением, которое 
(см . § 1 . 2) имеет вид: 

dy/dx = -ау + ах; a = r/L (8 . 5) 
и перейти от него к разностному.  

dU В § 1 . 1 ,  переходя к разностному уравнению, мы заменяли ([г на 
U [ (k -+- I )  т] -и (kr) u аи 

Т ' а в теории цифровои фильтрации dГ заменяют 

на U (kT) - U «k - I ) Т] 
Т 

При этом дифференциальное уравнение (8.5) переходит в разностное: 

у (kT) + аТу (kT) = y  [ (k - I ) Т] +аТх (kT) ; 
1 

у (kn = у [ (k - I ) Т] + аТх (kT) = ay [ (k - I \ Т] + Ьх (kT) . l + aT 

(8 .6) 

Имея в виду , что а Т - малая величина , 1 + а Т можно рассматри
(аТ)2 вать как приближенное представление еаТ = 1 +аТ + 2 + . . .  и 

положить а = e-аТ. 
Коэффициент х (kT) при Ь = аТ обеспечивает физическую экви

валентность при замене непрерывного воздействия х (t) последова
тельностью импульсов с амплитудами х (kT) . Таким должен быть ко
эффициент Ь при дискретной фильтрации .  При цифровой обработке 
сигналов физическое значение импульсов несущественно, множитель Т 
в выражении коэффициента Ь является масштабным и может быть при
нят равным единице и тогда Ь = а. 

Уравнение (8 .6) можно переписать в виде 

у (kn = e - аТ у [ (k - J ) Т] + ах (kT) . (8 . 7) 
Выражению (8.7) соответствует схема (рис. 8 .4) .  При подаче на ее 

вход сигнала { 1 при k = 0  
х (kT) = б (kT) = 

О при k =1= о 
на выходе последовательно будут получаться: 

у (О) = О  (О) = а ; у (Т) = О  (Т) = a e - аТ; у (2Т) = О  (2Т) = а  e - 2r.tТ .  
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Рассматриваемый фильтр имеет X{kТ) 
требуемую импульсную характери
стику.  У него есть цепь обратной 
связи и он представляет собой так 
называемый р е к у р с и в н ы й 
Ф и л ь т р .  Этот фильтр эквива
лентен нерекурсивному фильтру 
(см. рис. 8.2). Однако, как видно из 

Y(kT) 

ОС Т  
е 9[(k-1)1'j _ 

Т 

Рис. 8.5 

рис. 8.4, схема и соответственно алгоритм рекурсивного фильтра проще, 
чем нерекурсивного. Так, для определения одного значения выходного 
снгнала для нерекурсивного фильтра требуется выполнить 2К операций, 
а для рекурсивного - только две операции. Поэтому если импульсная 
характеристика цифрового (дискретиого) фильтра должна иметь боль
шое число отсчетов, то целесообразно использовать рекурсивные схемы. 
Нерекурсивную схему следует применять при реализации фильтров с 
импульсной характеристикой, содержащей небольшое число отсчетов. 
В технической литературе, посвященной цифровым и дискретным 
фильтрам, использована и другая терминология:  фильтры с конечной 
импульсной характеристикой (КИХ-фильтры) и с бесконечной им
пульсной характеристикой (БИХ-фильтры) . Любой реальный нере
курсивный фильтр является и КИХ-фильтром . Рекурсивные фильтры. 
как правило, есть БИХ-фильтры , однако возможно построение рекур
сивных фильтров, представляющих собой КИХ-фильтры. 

8.3. ОПЕРА ТОРНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
И КАНОНИЧЕСКИЕ СХЕМЫ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ 

. 

в главе J при рассмотрении способов представления сигналов и 
характеристик цепей было показано, что в дискретном случае преобра
зованию Лапласа, переводящему функции времени х (t) в Х (р) , соот
ветствует z-преобразование, переводящее х (kT) в Х (z) , где z = еРТ• 
Физически оператору Z�l 

= е-РТ соответствует задержка сигнала на 
время Т . 

Применим z-преобразование к разностному уравнению (8 .7):  

у (kT) = e-а,Т z - 1 у (kT) +ax (kТJ . (8 .8) 

Соответствующая выражению (8 .8) схема приведена на рис. 8.5.  
Применяя к этой схеме правило определения передаточной функции 
цепи с обратной связью, найдем: 

F (z) = 
у (kT) = а 

х (kT) l _z - 1  e -а,Т az 
(8 . 9) 

Функция (8 .9) и схема, приведенная на рис. 8.5, представляют собой 
фильтр первого порядка. Функция F (z) является рациональной 
дробью относительно z и называется с и с т е м н о й и л и п е р е
Д а т о  ч н о й  Ф у н к ц и е й фильтра. Более сложные фильтры 
имеют и более сложные характеристики. 
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Рис. 8.4 

Рис. 8.6 

y(ffТ) 

в общем по аналогии с F (р) ФУНКЦИЮ F (z) можно представить 
в виде 

(8. 10) 

По аналогии с каноническими схемами передающих цепей, рас
смотренными в § 2 .24, составим каноническую схему цифрового (дис
кретного) фильтра третьего порядка (рис . 8.6) с характеристикой 

(8 .  1 1 )  

Для пояснения ее действия введем промежуточную переменную и. 
Из условия равновесия для левого сумматора найдем: 

Выход У (z) в свою очередь равен U (ЬО + Ь1 Z-1 + Ь2 Z-2 + Ь 3 г3) . 
Orсюда F (z) = У (z)/X (z) дает выражение (8. 1 1 ) .  

Очевидно, что для построения  цифровых фильтров могут быть ис
пользованы и другие канонические схемы, и, в частности , схемы кас
кадного и параллельного соединений нескольких фильтров первого 
или второго порядка . 

8.4. ПРИЕМЫ ПОСТРОЕНИЯ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ 
по ЗАДАННЫМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ 

Как отмечалось, задача построения  нерекурсивного фильтра по 
заданной импульсной характеристике решается просто. Однако чаще 
бывает задана его частотная (или оператор на я) характеристика.  По
скольку методы аппроксимации желательных характеристик частот
ных фильтров рациональными функциями передачи F (р) с максималь
но плоскими и равноволновыми характеристиками хорошо разработаны 
(см . § 6.8), то будем считать, что требуемая характеристика задана 
функцией F (р) вида 

(8 . 12) 
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Она является характеристикой аналогового фильтра-прототипа. 
Задача заключается в переходе от функции F (р) к функции F (z) . По 
F (z) , как было показано, строится одна из канонических схем , чем и 
определяется алгоритм работы цифрового фильтра .  

Сложность перехода от F (р) к F (z) , несмотря на сходство формул 
(8. 1 0) и (8 . 1 2) ,  заключается в однозначном соответствии функции F (р) 
диф:реренциальному уравнению, а функции F (z) разностному урав
нению. При переходе от дифференциального уравнения к разностному 
меняются значения коэффициентов, как это было видно из рассмотрен
ного в § 2 .8  простого примера. 

Ко�ициент а в диф:реренциальном уравнении преобразовался в 
е-ат, F (р) = � - в F (z) = a�aT . В ряде простых случаев 

р + а  г - е  
можно пользоваться таблицей соответствий между [- и z-преобра
зованиями (см . табл . 1 .2) . 

Иногда функцию F (р) можно разложить на простые дроби вида 
а/(р + а) и воспользоваться известными соответствиями ,  но в боль
шинстве практически важных случаев приходится искать другие прие
мы преобразования F (р) в F (г) .  

На практике применяют так называемое билинейное z-преобразова
ние, при котором используют подстановку 

2 г - I  
р - -- т г +  1 . 

(8 . 1 3) 

Это преобразование было найдено формально математически при 
поисках способа преобразования комплексной плоскости р в плоскость 
г .  Пояснить его можно так . Заметим ,  что частотные характеристики 
дискретных фильтров, как и спектры дискретных сигналов, периодич
ны. Проиллюстрируем это на примере простого нерекурсивного фильт
ра (рис. 8 .7 ,  а) . Для него 

y (kT) = x  (kТ) (gO + gl z- l ) ;  
F (z) = Y /X =gO + gl z- l .  

Имея в виду, что z = еРТ и р = joo, получим: 

F (ю) = go + gl е -i'·IT . (8 . 14)  

Выражение (8. 1 4) содержит два слага�мых: вектор go, направленный) 
вдоль вещественной оси , и вращающийся вектор gle-iroТ• Модуль 
функции F (00) будет периодически изменяться от go + gl до go - gl 
(рис. 8 .7,  б) . 

Таким образом , задачу перехода от функции F (р) к функции 
F (г) можно сформулировать как задачу перехода от непериодической 
частотной характеристики к периодической. Характеристика ДО.1Jжна 
повторяться далеко вне рабочего диапазона частот. Это легко дости
гается выбором периода дискретизации соответственно малым (см . 
рис. 8 .7 ,  б) . И поскольку повторение характеристики происходит вне 
рабочего диапазона ,  как она повторяется- безразлично. 
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о) X(k:1Jr--. /F(W}/ 

Рис. 8.7 Рис. 8.8 

1 Т Рассмотрим тепер ь функции IF (р) I = ар 2 р , IF «(J)) 1 = 2 (J). Пусть 
рабочий диапазон кончается в точке (J)l '  Введем теперь периодичность,  

Т Т .заменив IF «(J)) I = 2 (J) на IFпер «(J)) 1 =  tg 2" (J) (рис. 8.8) .  В рабочем диа-
пазоне частот, т.  е .  при (J) < (J)l 

Равенству (8 . 15) соответствует соотношение 

рТ но th - = 2 

и ,  следовательно. 

е 

рТ Т 
th -

2
- = р ?: , 

рТ _ рТ 
2 - е 2 

-
рТ рТ 

е 2 + е  2 

2 z - I  
Т z -+ I

= P . 

еРТ _ 1 
еРТ -+ 1 

-
рТ 
2 

(8 . 15) 

(8 . 16) 

Из рис. 8.8 видно, что вблизи (J)l происходит расхождение между х и 
tgx.  Его можно уменьшить введением преобразования масштаба частот: 

2 ООц Т 
OOa = - tg , (8. 1 7) Т 2 

где ООа - частота среза аналогового Фильтра-прототипа ;  
ООц - частота цифрового фильтра,  на  которой характеристики фильтров 

должны совпадать. 

Как видно, при tg х = х выражение (8 . 1 7) дает (J)o = (J)ц. В соот
ветствии с выражением (8. 1 7) следует пересчитывать частоты среза и 
частоты , на  которых должно гарантироваться определенное ослабление. 
С учетом сказанного, а также, имея в ВИДУ , что F (z) должны быть пред
ставлены в виде функции от z-l , дробно-рациональное преобразование 
(8 . 1 5) дЛЯ ФНЧ имеет вид: 
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0,018 

0,509 

-олs 
Рис. 8.9 

Пусть, например , требуется 
рассчитать цифровой фильтр 
нижних частот с максимально 
flЛОСКОЙ характеристикой в по
лосе пропускания и затуханием 
3 дБ на частоте среза t с = 1 кГц, 
ослаблением не менее 20 дБ на 
частоте f 2 = 2 кГц и частотой 
дискретизации t n = 1 О кГц. Сна
чала определим характерные ча
стоты фильтра-прототипа. Часто
те среза цифрового фильтра (ос = 
= (ОЦl соответствует частота среза (Оаl фильтра-прототипа: 

2 2nfc Т О>щ = - tg , Т 2 

где Т = 1Ifд = 1 0-4 с - интервал дискретизации .  

Подставляя числовые данные, получим (оа = 6,498 . 103 l /c. 
Аналогично частоте (оц2 цифрового фильтра соответствует частота 
(002 фильтра -прототипа: 

2 2nf2 Т 4 О>а2 = - tg = 1 , 453 · 10  l /с .  
Т 2 

Таким образом, фильтр-прототип должен иметь затухание 3 дБ на 
частоте (Оа1 = 6,498 . 1 03 I /с и затухание не менее 20 дБ на частоте 
(Оа2 = 1 ,453 . 104 I 1c .  

Определим теперь частотную характеристику фильтра-прототипа.  
Вспомним . что максимально плоскую характеристику имеют фильтры 
Баттерворта , описываемые выражением 

I 
I к (0)) 12 

= (8 . 19) 
1 + (О> /О>с)2n 

Найдем порядок фильтра-прототипа, удовлетворяющего указан
ным требованиям. Отношение частот (Oa1/(J}a2 = 2 ,236. Задаваясь на 
частоте (J}a2 ослаблением не менее 20 дБ (т . е. в 10 раз) , из выражения 
(8. 19) определим порядок фильтра: ( 1  + 2 ,2362n) ;;;;. 100, откуда n ;;;;. 
� 2,85. Принимаем n = 3. Фильтр Баттерворта третьего порядка 
на частоте (J}a2 обеспечивает ослабление сигнала, равное 1 0  Ig [ I  + 
+ (2,236)6] � 2 1  дБ , что превышает заданные требования к фильтру. 
Найдем теперь передаточную функцию фильтра-прототипа - фильтра 
Баттерворта третьего порядка . Согласно табл. 6.3 можно написать: 

Откуда 

I к (р) = -------1 + 2PH + 2p� + p� (8 .20) 
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Системная функция (8 .2 1 )  может быть реализована в виде цепочеч
ного соединения двух фильтров первого и второго порядка, для чего 
эту функцию представим в виде произведения двух системных функций: 

1 - j- z - 1 1 + 2г - 1 + г- 2 
К (г) = 0 ,0 18  ---'---- -----'---�----

1 - О , 509г - 1 1 - 1  ,250г - 1 + О ,545г - 2 (8 . 22) 

Схема цифрового фильтра , соответствующая системной функции 
(8.22) , приведена на рис. 8.9. 

8.5. ТОЧНОСТЬ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ. 
ИСТОЧНИКИ ПОГРЕШНОСТЕй В ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРАХ 

И ИХ ОЦЕНКА 

В реализованном цифровом фильтре выходной сигнал отличается 
от теоретически ожидаемого вследствие наличия специфических по
грешностей, обусловленных операциями дискретизации и квантования , 
выполняемых в процессе обработки аналогового сигнала. В цифровых 
фильтрах входной и выходной сигналы являются последовательностью 
чисел , представляемых с конечной точностью, которая определяется 
числом разрядов вычислительного устройства , выполняющего обра
ботку входного СИ Г\-lала. Это приводит к появлению особого рода по
грешностеЙ . отсутствующих в аналоговых или дискретных устройст
вах .  Источниками этих погрешностей являются следующие факторы: 
квантование отсчетов входных сигналов, неточные (округленные) зна
чения параметров (коэффициентов) фильтров, округление или усече· 
ние результатов промежуточных вычислений, а также так называемые 
предельные циклы низкого уровня сигнала , поясняемые ниже. Кроме 
того, вследствие конечной длины регистров в некоторых случаях в 
цифровых фильтрах может возникать переполнение. Суммарная по
грешность обработки сигналов, а следовательно, и точность цифровых 
фильтров зависят от многих факторов: формы (канонической , прямой . 
параллельной и т. п . ) реализации фильтра, способа представления чи
сел в вычислительном устройстве, вида фильтра (рекурсивный или не
рекурсивный) , характера входного сигнала и т. д. 

Анализ погрешностей, вызванных всеми указанными факторами , 
является одним из самых сложных вопросов теории цифровых фильт
ров. Здесь мы ограничимся лишь краткой характеристикой различных 
погрешностей , возникающих в цифровых фильтрах . Более подробное 
изложение этих вопросов можно найти в специальной литературе. 

Поскольку погрешности цифровых фильтров зависят от способа 
представления чисел в вычислительном устройстве, напомним ,  что при
меняют два таких  способа: с фиксированной запятой и плавающей запя
той. В универсальных ЦВМ и специализированных устройствах для 
представления чисел , как правило, используют двоичную систему .  По
этому число представляют последовательностью двоичных разрядов, в 
которой запятой отделяют цифры целой и дробной частей числа. В сис
теме с фиксированной запятой положение двоичной запятой во всех 
регистрах фиксировано. Недостатком такой системы является неболь-
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шой диапазон представления чисел. 
Вместе с тем такие устройства про
ще по структуре, легче поддаются 
анализу . 

В системе счисления с плаваю
щей запятой положительное число 
F представляется в виде произве
дения двух чисел : F = 2с М, где 
М - мантисса, с - порядок, ко- Рис. 8 . 10  

торый может быть положительным, 
или отрицательным. В устройствах, использующих числа с плаваю
щей запятой , диапазон представления чисел практически неограни
чен , однако анализ погрешностей квантования в них значительно 
сложнее. Так , например , значение погрешности округления зависит 
не только от числа разрядов, но и порядка округляемого числа.  
Поскольку в цифровых фильтрах числа, как правило, представляют 
с фиксированной запятой, далее будут рассмотрены погрешности , 
возникающие в цифровых фильтрах, использующих данный способ 
представления чисел. 

Анализ погрешностей является очень важным этапом проектиро
вания цифрового фильтра ,  поскольку на его основе выбирают число 
разрядов регистров, используемых для представления чисел и выпол
нения арифметических операций .  

Погрешности. связанные с кItантованием входного сигнала, усе
чением или округлением результатов арифметических операций, как 
правило, анализируют на основе модели цифрового фильтра с введен
ными в нее источниками погрешностей , называемыми ш у м а м и о к
р У г л е н и я или квантования . На рис. 8. 1 О приведена такая модель 
для нерекурсивного фильтра (см. рис. 8.2, а) , на рис. 8. 1 1  - для ре
курсивного (см. рис .  8 .6) . На этих рисунках квантованный сигнал 
х (kT) на  входе цифрового фильтра представлен в виде суммы дискрети
зированного неквантованного сигнала х (kT) и шума квантования 
ео (kT) (шума АЦП) , е Ji (kT) - погрешность на выходе j-ro сумматора, 

g(k r) 

:C(kT} 

Рис. 8. 1 1  
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к которому подключен соответст
вующий i-й источник шума, возни
кающего в результате выполнения 
операции умножения  на соответст
вующую константу (а; или Ьд .  Если 
к j-MY сумматору подключено не
сколько источников шума ej i (kT), 

Рис. 8. 1 2  то их  можно заменить одним экви-
валентным источником У) (kT) 
(рис. 8 . 1 2) .  

На  основе такой модели оценка диапазона изменения  выходного 
шума фильтра ев (kT) может быть получена из выражения 

тах / ев (kT) / ..;;: r тах / елв (kT) / ,  

где еив (kT) - составляющая ,  обусловленная i-M источником. 

Одним из источников погрешности обработки сигналов в цифровом 
фильтре является квантование значений выборок входного сигнала 
АЦП. Погрешность квантования входного сигнала проявляется в виде 
шума на выходе фильтра. Шум квантования представляет собой после
довательность дискретных значений еО (kT), не превышающих по мо
дулю половины шага квантования d ,  связанного с числом разрядов 
АЦП г соотношением d . 2-Г• Поскольку фильтр линейный, прохожде
ние через него сигнала и шума квантования можно рассматривать 
независимо друг от друга. При определении выходного шума фильтра, 
обусловленного погрешностью, вносимой АЦП , предполагают, что 
расчет фильтра выполняют точно, без погрешности округления (усе
чения ) ,  т. е. учитывают только один источник выходного шума - шум 
квантования .  

Один из возможных методов оценки диапазона изменения выходно
го шума рассмотрим на примере нерекурсивного фильтра, представлен
ного моделью (см. рис. 8.9) .  Рассматривая прохождение шума кван
тования через фильтр , можно сказать, что каждое дискретное значение 
ео (kT) вызывает на выходе фильтра реакцию еов (kT) , которую в со
ответствии с формулой (8. 3) можно представить следующим образом 

еов (kT) =ео (kT) G (О) + ео (kT) G (ТН ео (kT) G (2Т) + eo(kT) G (3Т) . (8 . 23) 

Так как величина ео (kT) ограничена и не превышает половины 
шага квантования, можно написать, что 

1 
тах I ео (kT) / ..;;: Т 2 - г , (8 . 24) 

где � = 2 при использовании округления и � = 1 в случае применения 
усечения при представлении чисел на выходе АЦП. Тогда с учетом вы
ражения (8.23) можно считать, что 

тах / еоn (kT) / ..;;: тах / ео (kТ) / G  (O) + G  (T) + G  (3Т) / 
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или 
к 

тах , еов (kT) ' < тах , ео (kT) , � I G (kT) , . 
k= O 

где G (kT) - импульсная реакция цифрового фильтра .  

(8 . 25) 

Для фильтра с импульсной характеристикой бесконечной длины 
на основании формулы (8.25) можно написать: 

00 

тах I еов (k т) I < тах I ео (kT) � G (kT) . 
k = O  

(8 .26) 

Очевидно, что выражение для выходного шума фильтра, вызван
ного квантованием выборок входного сигнала, не зависит от струк
туры фильтра, поскольку шум квантования проходит через весь фильтр. 
Подставив в формулу (8.26) выражение (8 .24) , можно получить 
оценку диапазона изменения выходного шума цифрового фильтра, 
обусловленную квантованием выходного сигнала, в виде 

I 00 

тах / еов (kT) / < Т 2-Г 
k
�

O 
/О (kT) . (8 . 27) 

Из последнего выражения может быть определено число разрядов 
АЦП, необходимое для представления выходного сигнала с требуемой 
точностью:  

00 

� / G (kT) , 
k= O г = int IOg2 -------

Е тах I еов (kT) I 
(8 . 28) 

где iпt (В) означает наименьшее целое число, не меньшее числа В .  
Определение числа разрядов АЦП является очень важным моментом 
построения цифрового фильтра, поскольку при большом значении r 
практически невозможно или экономически нецелесообразно реали
зовать АЦП. 

Погрешность, вызванная округлением или усечением результатов 
промежуточных вычислений, является следствием конечной длины ре
гистров арифметических устройств. В вычислительных устройствах, 
использующих представление чисел с фиксированной запятой, сложе
ние чисел не увеличивает число разрядов, необходимое для представ
ления результата . Однако при каждом умножении число разрядов 
должно возрастать, и поэтому возникает необходимость округления . 
Таким образом , каждое умножение приводит к погрешности , экви 
валентной шуму квантования , и следовательно, число источников шума 
цифрового фильтра равно числу умножений, необходимых для полу
чения выходного сигнала.  Поскольку это число при различных реали
зациях фильтра может отличаться ,  данная погрешность в значитель
ной степени зависит от фильтра (рекурсивный или нерекурсивный), 
формы его реализации (каноническая параллельная или иная) ,  а так
же порядка фильтра .  Н аиболее просто погрешность, вызванная округ-
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лением или усечением результатов промежуточных вычислений, мо
жет быть определена для нерекурсивных фильтров. При этом, как 
правило, полагают, что разрядности регистров в умножителях и сум
маторах равны г. , тогда, например, в соответствии с рис. 8 .7  можно 
считать, что 

тах I е l 1:  (kT) \ <;;; (К + 1 ) тах I е (kT) I ,  

при этом по аналогии с выражением (8.24) тах le (kT)1 � i 2--- Г• и 

следовательно, 

(К + 1 )  
тах \ е 1 1:  (kT) \ <;;; � 

" 

Из последнего выражения можно определить необходимое число раз
рядов для представления выходного сигнала с требуемой точностью по 
аналогии с выражением (8.28). При рекурсивной реализации цифрово
го фильтра (см. рис. 8. 1 1 ) составляющие шума от разных источников 
(умножителей) проходят на выход непосредственно и через петли об
ратной связи . Поэтому диапазон изменения выходного шума, обуслов
ленного данной погрешностью, определяется более сложными выра
жениями , зависящими от структуры фильтра. В процессе проектиро
вания цифрового фильтра при выборе формы реализации ,  позволяю
щей выполнять требования к точности в каждом конкретном случае, 
погрешности рассчитывают аналогично рассмотренному ранее. Ре
зультаты более глубокого анализа шумов округления дают основания 
сделать вывод, что в большинстве случаев меньший уровень шумов 
обеспечивает каскадная форма реализации фильтра . 

Погрешность, вызванная неточными значениями постоянных пара
метров (коэффициентов) фильтра, также является следствием ограни
ченного числа разрядов регистров, предназначенных для хранения 
значений коэффициентов. Поэтому полученные в результате расчета 
значения коэффициентов приходится округлять. 

В резльтате этого фактические параметры фильтра несколько отли
чаются от расчетных. Погрешности такого рода играют наибольшую 
роль в рекурсивных фильтрах, где осуществляют многократные умно
жения на константы. Поэтому в процессе разработки цифровых фильт
ров обязательно исследуют влияние неточности параметров. Особен
но это важно для фильтров высоких порядков, где такое влияние мо
жет быть очень значительным. Поэтому обычно стараются такие фильт
ры заменить параллельным или каскадным соединением звеньев пер
вого или второго порядка. 

Ограничение числа разрядов регистров цифрового фильтра явля
ется источником специфических процессов на выходе фильтра, назы
ваемых п р е Д е л ь н ы М и Ц и к л а м и н и з к о г о у р о в н я 
с и г н а л а .  Эго явление возникает на выходе фильтра вследствие 
округления результатов вычисления при малом входном сигнале. 
Поясним это на примере. Рассмотрим рекурсивный фильтр первого 
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порядка, описываемый разностным уравнением: у (kT) = х (kT) -

- 0,9 у (kT - Т) . Пусть на входе этого фильтра действует сигнал : { \О при k =0 x (kT) = . О при k '7'=0. 

Если результаты вычислений не округляются , то на выходе фильтра 
получается последовательность + 10; -9 ; +8, 1 ;  -7,29; + 6,56 1 ;  
-5,8949; + 4,8054; -4,32486 . . .  Абсолютные значения выходного сиг
нала убывают, стремясь к нулю. При округлении результатов, напри
мер до целочисленных значений на выходе фильтра возникает последо
вательность + 10; -8; +8; -7; + 6; -5 ;  +5; -5;+ ;  5 -5 . . . Через вре
мя 5Т после подачи входного сигнала на  выходе фильтра устанавлива
ются периодические колебания , амплитуда которых в данном случае 
равна 5. 

Такое явление очень нежелательно, так как оно приводит к появле
нию паразитных колебаний на выходе фильтра, уровень которых может 
значительно превысить уровень шума квантования. Предельные циклы 
обычно возникают с прекращением действия сигнала на выходе фильт
ра. Поэтому существование таких циклов следует учитывать при раз
работке систем передачи, в входных сигналах которых могут наблю
даться паузы. Анализ предельных циклов низкого уровня весьма сло
жен вследствие зависимости этого режима фильтра от структуры и 
формы реализации .  

Кроме предельных циклов низкого уровня ,  в цифровых фильтрах 
могут возникать сильные колебания п р е Д е л ь н О Г О Ц И К Л а, 
обусловленные переполнением. Это вызывает появление значительных 
погрешностей на выходе фильтра и даже может привести к периодичес
кому изменению выходного сигнала фильтра между предельными зна
чениями максимальной амплитуды. Такие предельные циклы называют 
к о л е б а н и я м и п е р  е п о л н е н и я ,  а для их  устранения в схему 
фильтра вводят так называемые масштабные множители,  нормирующие 
входной сигнал так, чтобы избежать эффекта переполнения регистров 
цифрового фильтра. 

Все рассмотренные выше погрешности являются следствием ограни
ченного числа разрядов регистра, используемых для представления 
входного сигнала, выполнения арифметических операций и т. д. По
этому для уменьшения этих погрешностей следует увеличивать число 
разрядов чисел , обрабатываемых фильтром. Однако это приводит к 
усложнению фильтров, что может сделать их применение экономически 
неоправданным или технологически неосуществимым. Поэтому прак
тически цифровые фильтры реализуют на основе компромиссных ре
шений, выбирая соответствующую структуру фильтра и число разря
дов регистров вычислительного устройства, которые обеспечивают вы
полнение требований, предъявляемых к точности обработки сигналов 
цифровыми фильтрами . 
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- с параметрами распределенными 
1 14 
- - - сосредоточеиными 1 1 3 
- - распределенными источниками 
1 42 
- физически реализуемая 56, 57 
- электрическая 5, 1 2  
Цикл предельный 327 

ч 
Частота контрольная 300 
- несущая 32 
- среза 269 
Четырехполюсник активный автоном
ный 147 
- мостовой схемы 74 
- необратимый 78 
- неполный 73 
- обратимый 60, 78 
- пассивный 78 
- симметричный 61  
- скрещивания 74 
- уравновешенный 67 

ш 
UlYM квантования 323 

Э 

Элемент цепи 1 1  
- активный 1 1  
- идеальный 1 1  
- параметрический 36 
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